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Einleitung. 


Die ersten Oszillationstheoreme rühren bekanntlich von STURM 
und LIOUVILLE her. In neuerer Zeit hat dann Herr KLEIn!), von dem 
auch der Name „Oszillationstheorem“ stammt, das Interesse wieder auf 
derartige Untersuchungen gelenkt, die durch ihn und seine Schüler 
nach den verschiedensten Richtungen hin verallgemeinert wurden.?) 
Dabei scheint aber die Aufstellung von Oszillationstheoremen für 
andere als die Sturmschen Randbedingungen noch kaum versucht 
worden zu sein, wenn man von der Zulassung singulärer Stellen ab- 
sieht.) Nun ist Herr HiLBERT*) bei seinen Untersuchungen über 
lineare Integralgleichungen zu allgemeineren Systemen von NRand- 
bedingungen geführt worden, denen sich die Sturmschen Band- 
bedingungen als spezielle Fälle unterordnen. Auf Anregung und mit 
Anleitung meines hochverehrten Lehrers, des Herrn Hırz, habe ich 
unter Anwendung einer von ihm in den Grundzügen angegebenen 
Methode die Behandlung dieser allgemeineren Hilbertschen Fälle 
versucht.’) 

Um den Grundgedanken der angewandten Methode klar hervor- 
treten zu lassen, möge eine kurze Übersicht über ‘den Verlauf der 
Untersuchung vorausgeschickt werden. Zugleich wird sich Gelegenheit 
geben, eine Reihe von Bezeichnungen einzuführen. 

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit beschäftigt sich mit der 
einen reellen Parameter A enthaltenden, linearen homogenen Differen- 
tialgleichung 2. Ordnung: 


(D) + re) + Are) + Fla))y = 0. 


1) Math. Ann. 18, Göttinger Nachrichten 1890; Vorlesungen über lineare 
Differentialgleichungen 1894. (Autographiertes Vorlesungsheft). 

2) Literaturangaben bei Böcher, Randwertaufgaben bei gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen. (Enzyklop. math. Wiss. II A 7a, 1900). 

3) Vgl. Böcher (American Bulletin, Oktober 1898 und April 1900), ferner 
Hırz, Über Kleinsche Theoreme. (Math. Ann. Bd. 66 und 68.) 

4) Hırzerr, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 2. Mitt. (Gött. Nachr. 1904, S. 213). 

5) Vgl. auch Hauer, Bemerkung über Oszillationstheoreme. (Gött. Nachr., 1910.) 


Aha) 4 MN. 


Dabei seien die f;(&), :=1,2,3,4, im Intervalle a, b einschließlich der Rand- 
‚punkte (Grenzen) a und b eindeutige, stetige, reellwertige Funktionen 
der reellen Veränderlichen x; außerdem sei f(x) ebendort positiv und 
‚ von Null verschieden. Jede derartige Differentialgleichung werde als 
eine solche vom „Typus (1)“ bezeichnet. 

Die Untersuchung beschränkt sich zunächst auf den Fall, daß 
f(x) im ganzen Intervalle, die Grenzen eingeschlossen, positiv ist und. 
nicht verschwindet. (D) ist alsdann vom „Typus (1a)“, wechselt f; 
das Zeichen im Intervalle a, b, so ist (D) vom „Z’ypus (1b).“ 

Man gehe, um einen konkreten Fall vor sich zu haben, vom 
Sturmschen Theorem aus. Die Randbedingungen haben dort die Form: 


(3) [%, a 2 hsy| _— 0, [a HR Bu 0, 


wobei y eine Lösung von (D) bedeutet und h,, h,, k,, k, reelle Kon- 
stanten sind. h, und h, bzw. k, und A, sollen nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. Diese Randbedingungen bzw. das zugehörige ÖOszillations- 
theorem werden im folgenden als „Sturmscher Fall“ bezeichnet. Jede 
den vorgeschriebenen Randbedingungen genügende (ev. normierte!) 
Lösung von (D) heißt eine „Higenfunktion“, der zugehörige, reelle 
Wert des Parameters A ein „Zigenwert“ von (D) für die betreffenden 
Randbedingungen. Die Zahl der reellen Nullstellen von y im Innern 
des Intervalls a, b nennt man die „Oszillationszahl“ der Eigenfunktion. 
Das Sturmsche Theorem besagt nun, daß es zu jeder Oszillationszahl 
0,1,... gerade einen Eigenwert bzw. eine Eigenfunktion gibt, daß also 
jede Eigenfunktion und damit jeder Eigenwert durch eine Oszillations- 
zahl charakterisiert wird. 

Nun ist durch die Hilbertsche Theorie?) die Existenz unendlich 
vieler reeller Eigenwerte von (D), sowie der zugehörigen, ein „ortho- 
gonales“ System bildenden Eigenfunktionen für jedes sogenannte 
„@reensche System von Randbedingungen“ gesichert. Jedes derartige 
System hat die Form: 


G,(Y) a. [13 +69 = ST [d,, Y+dı | BEN N 


(6) 


1) Hırsert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 1. Mitteilung. (Gött. Nachr. 1904, S. 67.) 

2) Hırserr, 2. Mitt. (Gött. Nachr. 1904, S. 213 ff.) 

Wesrtrarz, Zur Theorie der Integralgleiehungen. (Diss. Göttingen, 1905.) 


BAR R: 


Dabei müssen die reellen Konstanten c,,, d,,, „x=1,2, So beschaffen 
sein, daß die beiden Bedingungen unabhängig voneinander sind, und 


daß der „Greensche Ausdruck“, genommen zwischen den Grenzen a und b: 


x=b Aa dv du\]2=b 
| Pu, |, = le (ui = 0) ? (a <c<b) 


xz=4a 


für irgend zwei dem Systeme (G) genügende, für alle Werte 2 (a<x<b) 
einmal stetig differentiierbare, im übrigen aber ganz beliebige Funk- 
tionen u und v von x verschwindet.') 

Eine genauere Untersuchung lehrt, daß vermittelst einer Trans- 
formation von (D), bei welcher (D) wieder in eine Differentialgleichung 
von gleichem Typus übergeht, und bei der die Öszillationszahlen er- 
halten bleiben, jedes Greensche System sich auf ein Sturmsches System 
oder auf eines der (bei HiLBERT?) mit IV, IV* bezeichneten) Paare 
von Randbedingungen: 


Ivy, ky,, P, (0) FA. zPı) n), b 


IV*: y,— kp,(b) &)_, 1202) 2), a :> 


zurückführen läßt, wobei 
oe 
fi 
np.) = € 
gesetzt und % eine reelle von Null verschiedene Konstante ist.°) 

Es liege der Fall IV oder IV* vor. Die Existenz unendlich vieler 
reeller Eigenwerte ohne Häufungsstelle im Endlichen sei bewiesen.‘) 
Will man für die beiden Fälle IV und IV* ein dem Sturmschen 
analoges Theorem aufstellen, so kommt es nur noch darauf an, die 
Eigenfunktionen durch ihre Öszillationszahlen zu charakterisieren. 
Dies gelingt aber unter Anwendung der erwähnten Methode, welche 
die Untersuchung auf eine ganz spezielle Differentialgleichung zu be- 
schränken gestattet. Die Überlegung ist folgende: 

Man nimmt an, es seien die f,(x) ganze Funktionen eines reellen 
Parameters o°) derart, daß für jeden Wert des Parameters o (0, <o<o,) 


1) Wesrträrr, 1. c. S. 18. 

2) Hıuserr, 2. Mitt. (S. 216.) 

3) Übrigens gelingt die Erledigung des allgemeinen Falles auch ohne Zu- 
hilfenahme der erwähnten Reduktion durch bloße Stetigkeitsbetrachtungen. 

4) Die folgende Methode gibt gleichzeitig einen Existenzbeweis. 

5) Für die Zwecke dieser Arbeit genügt es, wenn o linear auftritt. 


RI, 


die über die f,(x) gemachten Voraussetzungen erfüllt sind. Dann läßt 
sich zeigen: Wie auch der Parameter oe im Intervalle o,, 0, und die 
Konstante k der Randbedingungen geändert werden, ein Eigenwert wird 
nur dadurch verloren oder gewonnen, daß er „ins Unendliche hinausrückt“ 
bzw. „aus dem Unendlichen hereinrückt“ Dies kann aber nur dann ein- 
treten, wenn % im Verlaufe einer Änderung Null wird, d. h. wenn man 
zu einem Sturmschen Falle gelangt. Eine exakte Durchführung dieser 
Stetigkeitsbetrachtungen unter Berücksichtigung des Gewinns und Ver- 
lustes von Eigenwerten im Unendlichen fehlt meines Wissens bisher 
in der Literatur, abgesehen von Untersuchungen des Herrn HıLB auf 
diesem Gebiete.') 

Ferner ergibt sich: Im Intervallinnern können bei den erwähnten 
Änderungen von ge und % reelle Nullstellen der Eigenfunktionen weder 
verloren noch gewonnen werden. Auch in den Randpunkten kann man 
das Verhalten der Eigenfunktionen genau übersehen und insbesondere 
erkennen, um wieviel höchstens die Oszillationszahlen bei diesen Ände- 
rungen von og und k sich ändern. Da es andererseits möglich ist, jede 
Differentialgleichung vom Typus (1a) vermöge einer Änderung von o 
in eine beliebige andere vom gleichen Typus überzuführen, so hat man, 
um ein allgemeines Oszillationstheorem zu gewinnen, nur nötig, den 
entsprechenden Satz für eine spezielle Differentialgleichung, etwa für 


1? 
(D,) Ba 


aufzustellen. 

Auch für die Differentialgleichungen vom Typus (1b) lassen sich 
unter gewissen, in der Natur des Problems gelegenen Einschränkungen 
Öszillationstheoreme aufstellen. 

Im zweiten Teile der Arbeit wird die oben auseinandergesetzte 
Methode auf eine besondere Klasse von linearen Differentialgleichungen 
4. Ordnung angewandt. Für spezielle Randbedingungen, die sich dem 
allgemeinsten Greenschen Systeme für n—= 4 unterordnen?), ergeben 
sich dann Oszillationstheoreme, die dem Sturmschen Satze, sowie dem 
Falle IV für Differentialgleichungen 2. Ordnung genau entsprechen. 

Die erhaltenen Resultate sind nach verschiedenen Richtungen hin 
der Erweiterung fähig. Zunächst ist es mit Hilfe der im 1. Teile ent- 
wickelten Methoden ein Leichtes, die Oszillationstheoreme für Greensche 
Randbedingungen auf die Fälle zu übertragen, in denen die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung gewisse ganze transzendente Funk- 


1) Vgl. etwa: Hırz, Die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie. (Math. 
Annal. Bd. 63.) 
2) Westraus, 1. c. 


N 


tionen des reellen Parameters A sind. Ferner gehört hierher die Be- 
handlung der linearen zu sich selbst adjungierten Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. Schließlich seien noch die Probleme erwähnt, die 
sich ergeben, wenn mehrere Parameter auftreten. 
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Erster Teil. 
Die lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung. 


$ 1. Das allgemeine System Greenscher Randbedingungen. 


Man betrachte die einen reellen Parameter A enthaltende, lineare, 
homogene Diffentialgleichung 2. Ordnung vom Typus (1): 


(D) HR) + At + ho)y = 0. 


Dabei sind die f,, :=1,2,3,4, ii alle Werte von x (a<xz<b) ein- 
deutige, stetige, reellwertige Funktionen der reellen Veränderlichen &, 
außerdem sei f,(x) im nämlichen Bereiche positiv und von Null ver- 
schieden. 
Durch Multiplikation mit der für keinen Wertvonz (a <x<b) ver- 

schwindenden Funktion 

4f Dr 

c S 


7 =Ee 
und Division mit f,(z) geht (D) über in die mit (D) völlig äquivalente, 
„zu sich selbst adjungierte“ Differentialgleichung vom gleichen Typus 
wie (D): / 

d d 
1 dx \Kildx 2 SI an 
(D,) 1) + am + )y = 0 


die der folgenden Untersuchung zugrunde liegt. Die 9,, ;=1,3,3, sind 
dabei für alle (a <xz<b) eindeutige, stetige, reellwertige Funktionen 
von &%, ?, ist überdies im nämlichen Bereiche positiv und von Null 
a ineen 

Für jede Differentialgleichung vom Typus (1) gilt nun der 

Satz I. „Eine nicht identisch verschwindende Lösung von (D) kann 
im Innern des Intervalles a, b sowie an dessen Grenzen nur einfache Null- 
stellen besitzen.“ 

Zum Beweise gehe man von einer nicht identisch verschwindenden 
Lösung y von (D,) aus, die an der Stelle x=c (a<c<b) den von 
Null verschiedenen Wert y, annimmt, und wähle zu ihr, was immer 
möglich ist, eine andere Lösung y von (D,), die nebst ihrer 1. Ableitung 
in <= c solche Werte annimmt, daß 


dy —dy 
Ve 7). 1 
wird. Da für jedes x (a <x<b) die Beziehung: 


dy 749 C 
Fr FR) 


IR uhr 
besteht, so ergibt sich wegen p,(c)=1 auch Ü=1; aus den über p, 
gemachten Voraussetzungen folgt, dab ya vn für keinen Wert 


x (a <x<b) verschwindet. Mithin können y und = nie gleichzeitig 
22 ST x 


Null werden, das heißt aber: y kann nur einfache Nullstellen haben. 

Man betrachte jetzt das allgemeine zu (D) oder (D,) gehörige 
Greensche System von Randbedingungen für die Grenzen =a und 
&—=b. Jedes derartige System ist in der Form: 


r d d 
Gy) = |euy + ern... 8 [dv Ar dag 


= 6, Ya t GsYa + du ds — 0 
d 
G,(y) = [0.3 ar |... Ar [a 14T ae. 
= (4 Y, + Cg3Ya + Ag Y, + Ay — 0 


enthalten. Soll das System ein Greensches sein, so müssen die reellen 
Konstanten c,,, d,, i,2=1,2, so beschaffen sein, daß die beiden Rand- 


° 


bedingungen unabhängig voneinander sind und daß 


2% 9] - [note ey] 


verschwindet für irgend zwei dem Systeme (G) genügende, für alle 
Wertex (a<x<b) einmal stetig differentiierbare, reellwertige Funktionen 
uund v. 

Unter den Greenschen Systemen (@) ist als besonderer Fall das 
Sturmsche enthalten; dieses ist dadurch charakterisiert, daß P(u, v) sowohl 
in 2=a als in x = b verschwindet. Liefert also ein Greensches System 
für den einen Randpunkt eine Sturmsche Bedingung, so hat man ein 
Sturmsches System. 

Um die Bedingungsgleichungen zu erhalten, denen die Ken 
Cy, Ay »%=1,2, des Systems (G) genügen müssen, damit (G) ein 
Greensches ist, betrachte man die Matrix: 


DD 


(6) 


Ic Ca Aı As 
6 Lg Ag Age 


Ihre zweireihigen Unterdeterminanten mögen wie folgt bezeichnet werden: 


RC A CH 

11 Ca 1 9% | ı2 %ı 
Er Ken ER a A 

(9 CE | 21 ga (99 Ay 

Cd Ne Gl 

11 a 5 12 019 RR hei 
er RAN OR, | d. a d 

(9, Ayo | Gga Ca O9, Ag 


RUN SR 
Zwischen diesen 6 Größen besteht stets die Beziehung: 
(1) AB+CD+EF=0. 


Nun gilt der Satz: Wenn (G) ein Greensches System ist, so können 
A und B nur gleichzeitig verschwinden. 

Zum Beweise sei etwa A=0(0, B=+0 angenommen. Dann ergibt 
sich aus G, und G;: 


By +Dy—-Eyu=0, Bu Fy—0y—0. 
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werte von ı,, %, ®,, ©, in den 


zwischen den Grenzen «a und b genommenen Greenschen Ausdruck ein, 
so folgt in Rücksicht auf (1): 


B[P(u, 0)”  =12,W)A-—p(a)B) (u0,—v,u.). 


Die hier auftretenden Größen u,, Ua, d%,, da Sind aber zufolge der 
Definition von u und v willkürlich wählbar, so daß u, v. — vu. nicht 
notwendig, verschwindet; ferner waren 5 und p, von Null verschieden, 
dagegen A=0. Mithin kann der Greensche Ausdruck nicht für jedes 
dem Systeme (@) genügende Funktionenpaar u, v, verschwinden, d.h. es 
liegt gar kein Greensches System vor, es sei denn auch 5=(; das 
aber war zu zeigen. FEintsprechende Schlüsse lassen sich für die An- 
nahme A+0, B=0 machen. 

Gleichzeitig ergibt sich übrigens, daß für A+0, BO ein Greensches 
System durch die Bedingung: 

p,(a)B—-p,()A=0 

charakterisiert ist. Dies gilt aber auch für die Fälle A=0, B=(. 

Um dies einzusehen, beachte man, daß für A=Bb=0 jedes Paar 
voneinander unabhängiger Bedingungen von der Form (G) einem Sturmschen 
Systeme äquwivalent ist. In der Tat gelingt es, falls die Bedingungen 
(@) nicht schon an und für sich die Sturmsche Form (S) besitzen, 
durch Addition der mit geeigneten Faktoren multiplizierten Gleichungen 
G,(y)=0 und G,(y) = stets, (G) in die Gestalt (S) überzuführen. 

Übrigens ergeben sich die Bedingungen (S) für A=0, B=-0 
unmittelbar aus dem Systeme der 4 (paarweise voneinander abhängigen) 
Bedingungen: 
Ay, On ah 0, By, + Dun a 
Ay + Fy HDy—0, By —Fy—-Cya=0, 
das man aus (G) unter der Annahme A+0, B=+0 durch Auflösung 
nach y, und y. bzw. y, und y, erhält. Jedes System (G) läßt sich 
durch ein System (N) ersetzen, (N) heiße die „Normalform“ von (G). 


(N) 


SEAN. Mala De 3 lau 
Unter Berücksichtigung der Beziehung (1) kann man aus (N) unmittelbar 
ablesen, daß die Hilbertschen Fälle IV bezw. IV* durch die Bedingungen 
E=F=0 bzw Ü=D-=0 charakterisiert sind. 


Satz II. Ein System (G@) ist dann und nur dann ein zu (D) ge- 
höriges Greensches System, wenn die Beziehung besteht: 


b a 
ji 2 de J . de 

(8) (Erle — Cı2Cz1)E — (Ay, dgs — Aypdeı) =, (a<e<b) 
Charakteristisch für den Sturmschen Fall ist: 

Ca — la = Od, Ayıdes — Arpdıı = 0, 
für den Hiübertschen Fall IV hat man neben (g) als notwendige und 
hinreichende Bedingungen: 

upCaa — Ayo = 0, Eder — Ca d, 
für den Hilbertschen Fall IV*: 

ag — Cd = Od, Errda — Cd 0. 


Bemerkung: Ist für ein System von der Form (G): AB<O, so gibt 
es keine Differentialgleichung vom Typus (1), bezüglich deren (G) ein 
Greensches System darstellt; im Falle A= B=0 bildet (@) bezüglich 
jeder Differentialgleichung vom Typus (1) ein Sturmsches System. 


S 2. Transformation des Greenschen Systems. 


Um zu einer Transformation des Greenschen Systems zu gelangen 
und dadurch ein Mittel zu dessen Vereinfachung zu erhalten, bestimme 
man zunächst die allgemeinste, für alle Werte x (a <x<b) reguläre!) 
Transformation der abhängigen und der unabhängigen Variablen in 
neue Veränderliche, welche (D) wieder in eine Differentialgleichung vom 
nämlichen Typus überführt. Jede Transformation der verlangten Art 
ist, wie sich zeigen läßt?), von der Form: 


(I) Ye n(&,) Ya (2), 


1) Eine Transformation 
yanlı,y), = 5( ,Yı) 
heißt für alle x, (a, <x, <b,) regulär, wenn an allen diesen Stellen 7 und & stetige, 


partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung nach x, und y, besitzen und ebendort 
stets die Ungleichung gilt: 


dn d& 2% dn ds 
dx, dy, dy,da, 


2) Vgl. Sräcrer, Crelles Journal, Bd. 111, S. 290 ff. 


wobei x, die neue unabhängige Veränderliche ist. Entspricht vermöge 
(I) dem Intervalle a, b das Intervall a,, d,, so müssen n und $& für alle 
x,(a, <a, <b,) zweimal stetig differentiierbare Funktionen von x, sein; 


überdies dürfen weder n noch = für einen Wert x, verschwinden. 
A 


Die Gesamtheit der Transformationen (1) bildet eine Gruppe. 
Führt man in (D) y, und x, als neue abhängige bzw. unabhängige 
Veränderliche ein und berücksichtigt man die Beziehungen: 


day mn nay ayı nn 
— ir Y 
273 rt 


en n&” b nn dy, N d’y, nE’dy 
Ed a ht FE) dat t 


Ey’ dr (tR’ 
wobei die Striche Ableitungen nach x, bedeuten und, im Bereiche a, b 
bzw. a,, d,, die Divisionen mit 8° nicht auf Widerspruch stoßen, so 
ergibt sich die neue Differentialgleichung: 


d? 1 dı 1 
(D) gr +(2 a a adıtz 3) e +(a + Bdn+F rt (& (£’)® F)9= 


Die %,, i=1,2,3,4, gehen aus den f, hervor, indem man x, an Stelle 
von x einführt; also ist: 


Man sieht: Jede Differentialgleichung vom Typus (1a) oder (1b) geht bei 
der Gruppe (1) wieder in eine Differentialgleichung vom Typus (1a) 
bzw. (1b) über. 

Aus der über ge gemachten Annahme folgt, daß die Werte 
x (a<x<b) den Werten x,(a, <x, <b,) vermöge (I) eindeutig um- 
kehrbar zugeordnet sind. Weil ferner „#0 für alle x,, so können 
zufolge (I) y und y, nur gleichzeitig verschwinden, jeder Nullstelle 
von y entspricht eine Nullstelle von y, und umgekehrt; insbesondere 
entspricht einer einfachen Nullstelle von y eine einfache von %,, wie 
aus der Beziehung: 


hervorgeht. 

In Rücksicht auf Satz I sowie auf die umkehrbare eindeutige Zu- 
ordnung von x und x, ergibt sich somit: Die Zahl der Nullstellen einer 
Lösung von (D) im Innern sowie an den Grenzen des vorgeschriebenen 
Intervalls bleibt bei der Gruppe (1) invariant. 

Eine andere Invariante der Gruppe (die sich indes mit einer Kon- 
stanten multipliziert) ist der Ausdruck P(y, %). Um dies nachzuweisen, 
schreibt man die Transformierte von (D) in der Gestalt: 


(D)) Fa) + LACHFE era (AR; @) + Fa))yı =. 


Ds: 


RN 
Hierbei ist: e 
IBECMEN N) BIROL DENE ent 
Kt, ı (er? F, 205: an 5 dı + g/ de: 
Nun ist die Transformierte des Ausdruckes 
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A “ EN VACHE ET 
[PW N.-.- MO[RY Ni. WE-IE) e<e<b 
zu bilden, in welchem y und % zwei (linear unabhängige) zu gleichen 
oder verschiedenen Werten von A gehörige Lösungen von (D) be- 
zeichnen, die vermöge (I) in y, bzw. Y, übergehen. 
Unter Beachtung der Formeln: 
Bauart 7, NEAR d 
way Y = NY; nel Barder) n=eln I +0) 
erhält man zunächst die Relation: 
R(y, y) = 2 (ye = an 
die sich, wenn man noch R, (y,, 9.) = Yı m. gu a Yı setzt, in der Gestalt 
schreiben läßt: 
(«) R(y, 9) = IR, (Yı,Yı)- 


R, ist der bezüglich (D’) entsprechend gebildete Ausdruck AR. 
Erinnert man sich ferner an die Beziehungen: 


f [ER „(m gr RD 
[rar [eran, nm 2 [Tan Han +f Fran, 


so ergibt sich: 


(8) el 

wo (= Bi. eine von Null verschiedene Konstante ist. Aus («) 
und (ß) aber folgt: 

(r) FW Nk-.>= CRY A)la=a- 


Der Greensche Ausdruck für zwei Lösungen von (D), die gleichen oder 
verschiedenen Werten des Parameters A zugehören, ist eine Invariante bei 
der Gruppe (]). 

In Verbindung mit der Hilbertschen Theorie!) folgt daraus, daß ver- 
möge einer Transformation (I) jedes System zueinander orthogonaler Lö- 


1) Hırzerr, 2. Mitt. 


(6) 


sungen von (D) in ein solches bezüglich (D’) übergeht, was sich übrigens 
auch sofort direkt zeigen läßt. Da ferner die beiden vermöge (I) aus 
dem Greenschen Systeme hervorgehenden Randbedingungen wieder die 
Form (@) haben, so darf man schließen, daß die Eigenschaft einer 
Lösung von (D), einem zu dieser Differentialgleichung gehörigen Sy- 
steme Greenscher Randbedingungen zu genügen, bei der Gruppe (I) er- 
halten bleibt, also jedes Greensche System bei der Gruppe (1) wieder in 
ein Greensches übergeht; die Eigenwerte bleiben bei der Gruppe (I) einzeln 
ungeändeert. 

Um einen besseren Einblick in die Art der Transformation des 
Greenschen Systems zu erhalten, muß man die Koeffizienten des neuen 
Systems einzeln berechnen. Setzt man demgemäß in dem Greenschen 
Systeme: 


CıYat 9, + u + dsYy, = 0 
(6) 11% 12% 11% 12%; 


Ya Tt Yu + Ay + day, — 0 


für die Randwerte von y und y’ die ihnen vermöge (I) entsprechenden 
Ausdrücke ein und ordnet nach den Randwerten von y, und y,', so er- 
gibt sich das Greensche System: 


nn Na, d 1 K — % 
(cur. + Cis e) (Y)at Cs E7 (3) ii (q / em &, 3) Ward b ae) —( 


u d 1 No, N, (d 3 
(& Ya t 03 3 3») Ya + G2 $/ a) - (& N, da) Au ee) 


Die Indizes a,, b, sollen hierbei stets andeuten, daß die Werte der be- 
treffenden Funktionen an der Stelle a, bzw. b, genommen sind. 

Die den A,..., F entsprechenden Unterdeterminanten der Koeffi- 
zientenmatrix von (@’) sind: 


Na, NG, ne Na, Ib, 
A=34A, BB, BE, 

Na, nn, N NH, Na, 
G=-#[m0- El, NE Ma ee E|, 
Fu, + aD a0 ul E. 

bı dı a, °bj 


Da n und 8’ für keinen Wert von x, (a, <x, <b,) verschwinden, so 


stimmen A,, D,, E, bis auf konstante, von Null verschiedene Faktoren 
mit A, DB, E überein. Ein Stwrmsches System geht mithin immer wieder 
in ein Sturmsches über, was man übrigens auch aus (y) unmittelbar 
hätte entnehmen können. Ferner sieht man, daß bei einer Transforma- 
tion der unabhängig Veränderlichen allein, wegen 7’ =(0, die charak- 


| 


0. 


BENETENEN 


teristischen Bedingungen für die Hilbertschen Fälle IV und IV* er- 
halten bleiben. 

Man beschränke sich vorerst einmal auf Transformationen der ab- 
hängig Veränderlichen allein, setze also &=1. Ist zunächst 40, 
E=+0, E, +0, so sind ©, und D, lineare homogene Funktionen der 
C und E, bzw. der D und E. 7 und Din haben nicht verschwindende 


Koeffizienten. Dieser Umstand sowie die Tatsache, daß 7’ = u keinerlei 
1 


Beschränkungen hinsichtlich ihres Vorzeichens im Intervalle a,, b,, die 
Grenzen eingeschlossen, unterworfen ist, ermöglichen es, die Funktion 
n den über sie gemachten Voraussetzungen gemäß so zu bestimmen, 
daß ©, und D, verschwinden. Betrachtet man beispielsweise n als 
Lösung der Differentialgleichung vom Typus (1a): 


d? 
(D;) . a 107 Fr. 0, 


so stellen die Gleichungen: 


GO m ES Diem Dion 0 


ein Sturmsches System dar. Infolge E=--0 und Satz I kann n, wenn 
anders die Randbedingungen erfüllt sein sollen, an den Intervallgrenzen 
nicht verschwinden. Einfache Ausrechnung liefert nun unmittelbar die 
Existenz einer Eigenfunktion n, die allen gestellten Forderungen genügt. 

Ist hingegen (bei A#+0, B+0) E=0, E,=0 und nicht schon 
von vornherein #'= 0, so kann man stets F\ zum Verschwinden bringen. 
Wegen Ab+UD-=( kann nämlich weder Ü noch D, also (weil E=0) 
auch weder ©, noch D, null sein. Andererseits verschwindet 7 sicher, 
sobald die Gleichungen bestehen: 


0 7.7, Da: 


die, als Randbedingungen für eine Lösung n von 

d’n 
(D;) Ta An 
gedeutet, ein Sturmsches System darstellen. Wie oben ergibt sich auch 
hier die Existenz einer Funktion 7 von der geforderten Art und zu- 
gleich ein Weg zur elementaren Berechnung von n. 

Man kann somit stets ein Nicht-Sturmsches Greensches System 
auf einen der Hilbertschen Fälle IV oder IV* zurückführen und zwar 
durch eine Transformation der abhängigen Veränderlichen allein. Nimmt 
man nun noch eine der Gruppe (I) angehörige Transformation der un- 
abhängigen Veränderlichen allein vor, und beachtet, daß dabei die Cha- 


rakteristika der Hilbertschen Fälle IV und IV* einzeln invariant bleiben, 
2 


ER: et 


so gelingt es, unter Beibehaltung der spezialisierten Randbedingungen, 
auch die zugehörige Differentialgleichung zu spezialisieren. Setzt man 

2 dx 

Ji 

& = ’ 
so ist, da f, und f%, für alle z(a <x<b) stetig sind, im nämlichen 
Bereiche & zweimal stetig differentiierbar und 8’ wesentlich positiv. Die 
Transformation: 
Vz Yı7 Var 5 (21) 

gehört der Gruppe (Il) an. In der Differentialgleichung (D’) verschwin- 


det aber der Koeffizient von a identisch. 
1 


In Rücksicht auf Satz II und die an ihn geknüpften Bemerkungen 
lassen sich die eben gewonnenen Ergebnisse so formulieren: | 

Satz III. Es sei bezüglich einer Differentialgleichung vom Typus 
(1a) oder (1b) ein System Greenscher Randbedingungen vorgelegt. Die 
_ hierdurch bestimmte Randwertaufgabe läßt sich, ohne Änderung der etwa 
existierenden Eigenwerte, sowie der Nullstellenzahl der zugehörigen Eigen- 
funktionen im gegebenen Intervalle und an dessen Grenzen, stets auf eine 
der drei folgenden Randwertaufgaben bezüglich einer Differentialgleichung 
vom Typus (la) bzw. S 12 


(D;) a + Afsla)y + Fıla)y — 


zurückführen, nämlich entweder 
1. auf den Sturmschen Fall, oder 
2. auf den Hübertschen Fall IV, oder 
3. auf den Helbertschen Fall IV*. 

Bemerkung: Ebenso zeigt man, daß es drei wesentlich verschiedene 
Formen von Sturmschen Systemen gibt. Der Sturmsche Fall bleibt im 
folgenden außer Betracht, doch ergibt sich auch für ihn eine neue 
Beweismethode. 

Setzt man die Gültigkeit des Sturmschen Satzes voraus, so läßt 
sich Satz III dahin modifizieren, daß für die Erledigung des allgemeinen 
ie die Betrachtung der I Differentialgleichung (D,): 


ee + Afs(&)Y =) 
genügt. 
Zusatz 1. Die Liouvillesche Transformation!) gehört der Gruppe 
(I) an. 
1) Liovvırır, Second memoire sur le developpement etc. (Journ. de math., 
T. II 1837, S. 16ff.). 


Zusatz 2. Für ein zu einer Differentialgleichung (D,) gehöriges 
Greensches System ist A= B; ein solches System ist überhaupt be- 
züglich jeder Differentialgleichung (D,) ein Greensches System. 

Infolge Satz Ill ist es zur Aufstellung etwaiger Oszillationstheo- 
reme nur nötig, einerseits die Randbedingungen IV und IV*, anderer- 
seits die Differentialgleichung (D,) zu untersuchen. Daß hierbei die 
Betrachtung spezieller Differentialgleichungen (D,) genügt, wird sich 
aus den jetzt folgenden Überlegungen ergeben. 


S$S 3. Abhängigkeit der Eigenwerte und Eigenfunktionen von einem 
Parameter. 


Man betrachte eine Differentialgleichung (D,), in welcher die Ko-_ 
effizienten f,, :=3,4, ganze rationale Funktionen!) eines reellen Para- 
meters o sind von der Art, daß für alle im Endlichen gelegenen Werte 
von o die f;(x,o) eindeutige, stetige, reellwertige Funktionen von & 
darstellen. 

Es gilt nun folgender Satz, der von Herrn PoINCARE herrührt: 

Sind für alle Werte (a <x<b) die Koeffizienten f,, i=3,4, der 
Differentialgleichung 


(D,) TV + Re) + e)ly— 0 


eindeutige, stetige Funktionen der reellen Veränderlichen x und ganze 
rationale Funktionen des Parameters o, so ist jede Lösung y von (D,), 


a—+b 
2 


nicht abhängen, nebst ihrer 1. und 2. Ableitung nach x für jeden Wert 
von (a <x<b) eine ganze transzendente Funktion von .”) 

Da in (D,) auch A ganz und rational auftritt, so sind y und seine 
beiden ersten Ableitungen nach x ebenfalls ganze transzendente Funk- 


für welche die Werte von y und er an der Stelle c=c-= von @ 


tionen von A, wenn nur die Werte von y und = in c auch von 4 un- 
abhängig sind. 

Linear unabhängige Lösungen dieser Art sind beispielsweise die- 
jenigen beiden reellwertigen Partikularlösungen y, und y, von (D,), die 
durch die folgenden Werte an der Stelle c bestimmt sind: 


(Yı). =, (Fe) - 0 bzw. (Y,), == 08 (),- 1. 


1) Für die Zwecke dieser Arbeit genügt die Betrachtung linearer Funktionen. 
2) Vgl. etwa: Horn, Gewöhnliche Differentialgl. beliebiger Ordn. (Samml. 
Schubert, Bd. 50, Leipzig 1905, S. 297.) 
2° 


NO 


Es sei ein zu (D,) gehöriges Greensches System!) gegeben: 


G,(y) N G,(Y) — 0, 
das für jede Eigenfunktion y befriedigt wird. Nun läßt sich aber jede 
reellwertige, nicht identisch verschwindende Lösung y von (D,) in der 
Gestalt schreiben: 
y-&aYı Tr or, 

wobei «, und «, reelle, konstante Größen sind, die nicht beide gleich- 
zeitig verschwinden. Folglich müssen für jede Eigenfunktion der durch 
(D,) und (@) bestimmten Randwertaufgabe die Gleichungen: 


(6) ey) t+Ra)=0, ,alyı) + ,ly) — 0 
befriedigt sein. Das ist aber dann und nur dann der Fall, wenn die 
nur von A, og und den Koeffizienten des Systems (G) abhängige De- 


terminante: 
Gy) © (Y3) 
G,(y) Gy) 


verschwindet. Dies tritt immer dann ein, wenn (bei festgehaltenem o 
und bei festen Randbedingungen) A ein Eigenwert ist. Auch das Um- 
gekehrte ist richtig. 

Verschwinden für einen Eigenwert nicht sämtliche G,(y,), „«=1,2, 
so hat man einen einfachen Eigenwert. Werden hingegen die Glei- 
chungen (G) durch jedes Wertepaar «,, «, befriedigt, so ist der Eigen- 
wert ein zweifacher. Alsdann sind y, und 9%, Eigenfunktionen, aus 
denen sich vermittelst des von GRAM angegebenen Verfahrens?) zwei 
(linear unabhängige) zueinander orthogonale, event. normierte Eigen- 
funktionen bilden lassen. Es ist somit jede Nullstelle von ö(A) ein 
Eigenwert des Problems und umgekehrt. Der Eigenwert ist dann und 
nur dann ein zweifacher, wenn für ihm die Determinante d den Rang 
Null hat. 

Weiter ergibt sich aus der Bildung von d und aus den über y, 
und %, gemachten Voraussetzungen, daß die @,(Y,), x=1,2, und mithin 
auch Ö(A) ganze transzendente Funktionen von A und 0, sowie ganze 
rationale Funktionen der Koeffizienten c,,, d,,, »x=1,2, des Systems (@) 
sind, sofern man nur von den Fällen absieht, in denen d(A) identisch 
in einer dieser Veränderlichen verschwindet. 

Zieht man nur Differentialgleichungen vom Typus (1a) in Betracht, so 
müssen, wie aus der Orthogonalität der Eigenfunktionen folgt?), die Eigen- 


8() = 


1) Der Hilbertsche Fall IV oder IV*. 
2) Vgl. E. Scamipr, Entwicklung willkürlicher Funktionen (Math. Ann., Bd. 63). 
3) Hırzerr, 1. und 2. Mitt. 


ee 


werte sämtlich reell sein; außerdem aber können sie im Endlichen keine 
Häufungsstelle besitzen. In der Tat: Besitzen die zu einem bestimmten 
Greenschen Systeme und einer bestimmten Differentialgleichung (D,) 
d. h. zu einem festen Werte og = o, gehörigen Eigenwerte eine Häu- 
fungsstelle im Endlichen, so muß ö(A) identisch in A verschwinden; 
jeder Wert A ist ein Eigenwert, was unmöglich ist. Man kann also 
stets reelle Werte A angeben, die nicht Eigenwerte bezüglich einer 
Differentialgleichung (D,) vom Typus (1a) und eines zugehörigen Green- 
schen Systemes sind. Da für ein solches A stets die Greensche Funk- 
tion existiert), so folgt in Rücksicht auf Satz IIL, daß die durch eine 
Differentialgleichung vom Typus (la) und ein zugehöriges Greensches 
System bestimmte Randwertaufgabe stets unendlich viele, reelle, im End- 
lichen diskret liegende Ergenwerte besitzt. 

Unter der Annahme, daß die Eigenwerte im Endlichen diskret liegen, 
ergeben sich aus einer der Gleichungen (G) für beliebige Werte von A 
die Koeffizienten «, und «, bis auf einen von x nicht abhängigen 
Faktor als ganze transzendente Funktionen von A und o, sowie als 
rationale Funktionen der Koeffizienten von (G). Setzt man diese Funk- 
tionen an Stelle von «, und u, in y=«Y, + &%% ein, so ist die 
rechte Seite eine ganze transzendente Funktion von A und o, die eine 
Eigenfunktion liefert, sobald man für A einen Eigenwert setzt. In 
diesem Sinne ist die folgende Aussage zu verstehen: Die Eigenfunk- 
tionen sind, abgesehen von einem von x unabhängigen Faktor, ganze tran- 
szendente Funktionen von A und o und ganze rationale Funktionen der 
Koeffizienten des Greenschen Systems. 

Auf Grund der eben gemachten Bemerkungen ist man nun im- 
stande, die Frage nach der Abhängigkeit der Eigenwerte, sowie der 
Nullstellen der Eigenfunktionen von dem Parameter og und den Koeffi- 
zienten des Greenschen Systems zu beantworten. Zu dem Zwecke hat 
man zunächst zu untersuchen, wie die Eigenwerte, d. h. die Nullstellen 
von Ö(A) sich bei Änderung der genannten Parameter ändern. In 
Rücksicht darauf, daß die Eigenwerte nur solange mit den Nullstellen 
von O(A) identisch sind, als das System (G) ein Greensches bezüglich 
einer Differentialgleichung (D,) darstellt, ergibt sich, daß für das Fol- 
gende nur solche Änderungen in Betracht kommen können, welche die 
Beziehung: A—= B invariant lassen. Jede derartige Änderung heiße 
eine „zulässige Änderung“. Die Aufeinanderfolge zweier zulässiger Än- 
derungen ist wieder einer einzigen zulässigen Änderung äquivalent. 
Die zu einer zulässigen Änderung inverse Änderung gehört ebenfalls 


1) Vgl. Kneser, Math. Annal., Bd. 63. 
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der Gruppe der zulässigen Änderungen an. Analog heißen alle Werte- 
systeme 0; C;,, dy;, u%=1,2, für welche A = B besteht, „zulässige Werte- 
systeme“. Jeden Eigenwert von endlichem absolutem Betrage nennt 
man „im Endlichen gelegen“. Wächst bei einer zulässigen Änderung 
ein Eigenwert seinem absoluten Betrage nach über alle Grenzen, so 
sagt man, „der Eigenwert rücke ins Unendliche“; entsprechend ist die 
Ausdrucksweise zu verstehen, „ein Eigenwert rücke aus dem Unendlichen 
herein.“ 

Nach Einführung dieser Begriffe läßt sich der weitere Gedanken- 
gang so formulieren: Existiert stets eine Greensche Funktion, so ergibt 
die Betrachtung der in den oe; c,,, d,, ganzen (transzendenten bzw. 
rationalen) Funktion d(A), daß die Eigenwerte stetige reellwertige Funk- 
tionen der Parameter 0; c,, d,, sind und ferner, daß infolge einer zu- 
lässigen Änderung jeder einfache (zweifache), im Endlichen gelegene 
Eigenwert gerade in einen bzw. zwei (event. zusammenfallende) Eigen- 
werte übergeht, vorausgesetzt, daß der Eigenwert nicht ins Unendliche 
rückt. Die Richtigkeit dieser Behauptungen ergibt sich durch einfache 
Übertragung der für algebraische Funktionen gültigen Sätze"); diese 
versagen eben nur für unendlich große Wurzeln. | 

Man kann das Ergebnis zusammenfassen in den 

Satz IV. Es liege eine Differentialgleichung (D,) vor, die für ein 
zugehöriges Greensches System eine Greensche Funktion besitzt. Unter- 
wirft man den in den Koeffizienten von (D,) ganz und rational auf- 
tretenden reellen Parameter o, sowie die Koeffizienten des Greenschen 
Systems zulässigen Änderungen derart, daß die Greensche Funktion in 
jedem Augenblicke existiert, so kann ein bestimmter, im Eindlichen gelegener 
Eigenwert nur dadurch verloren gehen, daß er ins Unendliche hinaus- 
rückt, und es kann ein Eigenwert nur dadurch gewonnen werden, daß er 
vom Umendlichen hereinrückt.?) 

Durch die nämlichen Überlegungen erkennt man, daß auch die 
Nullstellen der Eigenfunktionen stetige Funktionen der Parameter 0; c,,, 
d,, sind, wobei aber stets die Existenz einer Greenschen Funktion voraus- 
gesetzt ist. Nun können zufolge Satz I für keinen Wert x (a<x<sb) 
zwei Nullstellen einer Eigenfunktion zusammenfallen; es können also 
im Verlaufe einer zulässigen Änderung weder zwei reelle Nullstellen 
einer Eigenfunktion im Intervallinnern oder an den Grenzen in zwei 
konjugiert komplexe übergehen noch umgekehrt. Es folgt daraus der 


1) Vgl. etwa ArrerL-Goursar, Theorie des fonctions algebriques et leurs in- 
tegrales (Paris 1895, Nr. 79, 8. 165#..). 

2) Zu diesem Resultate wäre man auch unter Benutzung der Fredholmschen 
Formeln gelangt. Vgl. auch Hırserr, 6. Mitt. (XVII. Kap.). 


Satz V. Unterwirft man eine Eigenfunktion zulässigen Änderungen, 
bei welchen der zugehörige Eigenwert nicht verloren geht und stets eine 
Greensche Funktion existiert, so kann die Zahl der Nullstellen einer 
Eigenfunktion im Intervalle nur dadurch sich ändern, daß an den Grenzen 
Nullstellen verloren gehen oder gewonnen werden. 

Im Hinblick auf Satz IV und V ist zu bemerken, daß jede .Diffe- 
rentialgleichung (D,) durch passende Änderung eines in den Koeffizienten 
linear auftretenden Parameters o in jede andere Differentialgleichung (D;) 
sich überführen läßt. 

In der Tat entstehen die beiden Differentialgleichungen vom Typus (1): 


la + Ah@) +h@)y =, 


+) + aha + w)y = 0 
aus der Differentialgleichung vom Typus (1): 

= — d en = er = 
rennt Miny—0 


wenn man dem Parameter og bzw. die Werte 1 und OÖ erteilt. 

Zufolge der Ergebnisse dieses Paragraphen wird die nächste Auf- 
gabe die sein, zu untersuchen, ob und wieviele Nullstellen eine den 
Randbedingungen IV oder IV* stets genügende Eigenfunktion bei 
allen zulässigen Änderungen von der im Satz V bezeichneten Art!) 
gewinnen oder verlieren kann. In zweiter Linie wird man dann Kri- 
terien für den Verlust bzw. Gewinn von Eigenwerten infolge etwaiger 
zulässiger Änderungen aufzustellen haben. 


$4. Die Nullstellen der Eigenfunktionen. 


Bei der Behandlung des ersten der beiden oben genannten Probleme 
hat man zunächst zu ermitteln, wann an einer Intervallgrenze Nullstellen 
einer Eigenfunktion infolge zulässiger Änderungen verloren oder ge- 
wonnen werden. Da der Satz I auch für die Intervallgrenzen gilt, so 
ergibt sich: 

Ist für = a: var >0 (bzw.<0), wobei y eine Higenfunktion be- 
zeichnet, und wechselt vermöge einer zulässigen Änderung y, das 
Zeichen, während (2) von Null verschieden bleibt, so gewinnt (bzw. 


verliert) die betrachtete Eigenfunktion y in c=a gerade eine Null- 
stelle. Und ferner: 


1) Im folgenden werden stets solche Änderungen in Betracht gezogen. 


ARRURD A IRRE 
Gilt für eine Eigenfunktion y an der Stelle x —= b die Ungleichung: 
Y n <0 (bzw. > 0), so gewinnt (bzw. verliert) die Eigenfunktion yinz=b 
gerade eine Nullstelle, wenn y, vermöge einer zulässigen Anderung das 
Zeichen wechselt, während (22), von Null verschieden bleibt. 


Nach dieser Vorbemerkung betrachte man die Hilbertschen Rand- 
bedingungen IV und IV* für eine Differentialgleichung (D,). 
Der Fall IV ist charakterisiert durch 


A= BHO, 020, DO 0 


und liefert in der Normalform geschrieben das Bedingungenpaar: 


d d 
(IV) ky, = Y,) ea —k bel: 
wo k -5 eine reelle von Null verschiedene Konstante ist. Hieraus 
ergibt sich: 
ay\. 7 /ay 
(4) Y, es =, er 


Verschwindet nun y, infolge einer zulässigen Änderung, bei welcher 
die Randbedingungen stets die Hilbertsche Form IV behalten, also k 
stets endlich und von Null verschieden bleibt, so wird gleichzeitig auch 
y, Null werden. Wegen (4) ist mithin beim Zeichenwechsel von y, 
und %, mit dem Verlust einer Nullstelle an der einen Intervallgrenze 
stets der Gewinn einer Nullstelle an der andern verbunden und umge- 
kehrt. Setzt man ein für allemal fest, daß von den zwei an den Gren- 
zen etwa auftretenden Nullstellen immer eine in die Oszillationszahl ein- 
gerechnet werden soll, so folgt der 

Satz VI. Eine Eigenfunktion, die einem durch A=B+(0,E=(, 
F=0 charakterisierten Greenschen Systeme zugehört, behält bei allen zu- 
lässigen Änderungen, welche die Gleichungen bzw. Ungleichungen: A= B+0, 
E=0, F=0 ungeändert lassen, stets die nämliche Oszillationszahl.‘) 

Im Falle IV* hat das Greensche System die Form: 


le Y _2(dy 
IN) Y, Tr k kl; Ya 72% k (3 = 
wobei k= — 7 eine reelle nicht verschwindende Konstante ist. Wie 


man sieht, können y, und y, bzw. (2) und (2), nie gleichzeitig ver- 


R dx 
schwinden. Ferner hat man: 


(4*) (re; 


1) Bei diesen zulässigen Änderungen soll übrigens immer eine Greensche 
Funktion existieren und der zur betrachteten Eigenfunktion gehörige Eigenwert 
nicht verloren gehen. Das gleiche gilt für Satz VII. 


IL ROE 


Man betrachte nun eine zum Falle IV* gehörige Eigenfunktion 
und denke sich eine zulässige Änderung ausgeführt, bei der die Rand- 
bedingungen stets die Hilbertsche Form IV* behalten. Wechselt in- 
folge dieser Änderung y, sein Zeichen, so wird vermöge der Vorbe- 
merkung die Eigenfunktion in <= a eine Nullstelle entweder gewonnen 
oder verloren haben. Die Änderung sei wieder rückgängig gemacht 
und hierauf durch eine neue zulässige Änderung von derselben Art 
wie die erste y, zum Zeichenwechsel gebracht. Zufolge (4*) zeigt, was 
den Gewinn bzw. Verlust von Nullstellen der Eigenfunktion betrifft, 
yinxz=a das gleiche Verhalten wie in z=b. Wurde bei der ersten 
Änderung in 2— a eine Nullstelle gewonnen (verloren), so findet bei der 
zweiten Änderung auch in z=b ein Gewinn (Verlust) statt. Anders 
ausgedrückt: Eine vorgelegte Eigenfunktion kann bei zulässigen Ände- 
rungen der oben bezeichneten Art zunächst Nullstellen entweder nur 
verlieren oder nur gewinnen. 


Beachtet man aber, daß mit y, auch (52) und mit y, auch (2) 
b [47 


das Zeichen wechselt, so folgt: Falls die Eigenfunktion vor dem Zei- 
chenwechsel von y, (oder y,) eine Nullstelle nur verlieren (bzw. ge- 
winnen) konnte, so kann sie danach eine Nullstelle nur gewinnen 
(bzw. verlieren). 

Satz VII. Eine Eigenfunktion, die dem durch A= B=0, 0=(0, 
D=0 charakterisierten Greenschen Systeme zugehört, kamn bei allen zu- 
lässigen Änderungen, welche die Gleichungen bzw. Ungleichungen: A= B+0, 
0=0, D=0 ungeändert lassen, entweder nur eine Nullstelle gewinnen 
oder aber nur eine verlieren und beide Möglichkeiten schließen sich ge- 
genseitig aus. 

Zusatz 1. Im Sturmschen Falle kann bei festgehaltenen Rand- 
bedingungen eine Eigenfunktion infolge zulässiger Änderungen Null- 
stellen weder gewinnen noch verlieren. 

Zusatz 2. Die sämtlichen in $3 und $ 4 gewonnenen Sätze lassen 
sich bei entsprechender Modifikation des Begriffes der zulässigen Än- 
derung vermöge Satz III unmittelbar auf allgemeine Greensche Systeme 
und die zugehörigen Differentialgleichungen vom Typus (1) übertragen. 


$ 5. Aufstellung der Oszillationstheoreme für die Differentialgleichung 
d’y AIR 
da + IY =), 
Man betrachte für die spezielle Differentialgleichung: 
(D;) ja try 0 


Be 
den Hilbertschen Fall IV. Die Randbedingungen lauten: 
by, Yo Ya md, 0) 
Es beschränkt die Allgemeinheit nicht, wenn die Intervallgrenzen 
‚den Bedingungen «= (0 und b=1 gemäß gewählt werden. 
Man beachte, daß keine negativen Eigenwerte auftreten. Für die 
zum Eigenwerte A gehörige Eigenfunktion y gilt nämlich die Beziehung: 


1 1 1 
Syy"dae=— a [yar-[yy’h— [WYde. 
0 0 0 
Weil nun y den Randbedingungen IV genügt, gilt andrerseits: 


(yy)=(yy’), oder yyh =. 
Mithin hat man für jede Eigenfunktion: 


ı 1 
1 [vd = (Y de, 


woraus sich ergibt, daß A > 0 ist, es sei denn y’=0, in welchem Falle 
y konstant und A=( ein, stets einfach zählender, Eigenwert ist. 
Um die Eigenwerte einzeln zu erhalten, geht man wie in $ 3 vor. 
Die hier in Betracht kommenden Partikularlösungen sind: 
ur 
y, — cos(02), = sin(or); 


dabei ist A = 0° und die in $ 3 auftretende Größe c= (0 gesetzt. Die 
Eigenwerte, die zufolge $3 nur im positiv Unendlichen eine Häufungs- 
stelle besitzen, sind die Nullstellen von 


dA)=2k— (+1) cos 6=0. 


Bezeichnet 6, denjenigen Wert von 6 (O<o<r), welcher Nullstelle 
von 6()) ist, so sind die Eigenwerte: 


5 (+2na), (—- 9,+2nz), n=1,2,8, °:- 


Sieht man von 6, ab, so lassen sich also die Eigenwerte in zwei 
symmetrisch verlaufende Reihen ordnen. 
Für k=1 wird 6, =O und die Eigenwerte sind: 


0; Am, Bm’; ; (nm), (na); 
Mit Ausnahme von A=0 sind also alle Eigenwerte zweifache, eine 
Tatsache, die sich übrigens auch aus 


0°. (2ER 012 Ft 12 2 
W415) -Al- Taten‘) 
unmittelbar entnehmen läßt. Die Eigenfunktionen sind: 


konstante; cos(2xx), sin(2rx); - - +; cos(2nz&), sin(2nzX); -**. 
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Zur Oszillationszahl Null gehört also eine Eigenfunktion, zu einer 
ungeraden Oszillationszahl gehört keine Eigenfunktion, zu jeder geraden, von 
Null verschiedenen Oszillationszahl dagegen gehören zwei Eigenfunktionen. 

Entsprechend ergibt sich für = — 1: 


sW)=--4(osH)--4 1-4 +3 - ul: 
also 6, =r, so daß die Eigenwerte des Problems sind: 
0, 0°, (3%); (3%), - - - (2n— Da); (2n—- Dr), -+-. 
Die zugehörigen Eigenfunktionen sind: 
COSTX, SINTZ, co8drr; sindrz, ---cos (2n — 1)rx; sin (2n—1)re,:--. 


Mithin gibt es zur Oszillationszahl Null keine Eigenfunktion, zu 
jeder ungeraden Oszillationszahl zwei, zu einer geraden, von Null ver- 
schiedenen Oszillationszahl dagegen keine Eigenfunktionen. 

Nimmt man schließlich mit k, ausgehend von k=-+1, eine zulässige 
Änderung vor, so wird bei dieser ein Eigenwert weder gewonnen noch 
verloren, solange nur % stets von Null verschieden und endlich bleibt. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung läßt sich unmittelbar aus den für 
die Eigenwerte angegebenen Ausdrücken entnehmen. Zufolge Satz VI 
gelten folglich die für «= +1 gefundenen Oszillationstheoreme allgemein 
für k 20. 


Man bemerke noch, daß k = e gesetzt war, daß sich also für 


AC>O bezw. AU<O verschiedene Oszillationstheoreme ergeben. 


Man geht jetzt zur Betrachtung des Hilbertschen Falles IV” über. 
Die Randbedingungen lauten: 


y„—ky,, Ya, k+0. 
Das Intervall sei wieder 0, 1. Es können auch negative Eigenwerte 
auftreten. Als Partikularlösungen y, und y, seien gewählt: 


n TR: 
le ine cosar, , —- Sin 0%: 
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jürı = ol an echear, => sh 6x. 


Wiederum ist c=(0 angenommen. Der Ansatz zur Gewinnung der 
Eigenwerte gibt: 

e ; Ds 9 sin 6, 

für 1 >0: d(l)=2%k + (k’o? +1) ——; 
sh 6 
—. 


für A<0:0(A)=2k+ (1 — Ko?) 


Wie man sieht, besitzen auch hier die Eigenwerte nur im positiv 
Unendlichen eine Häufungsstelle. 
Um die Anzahl der negativen Eigenwerte zu bestimmen, betrachte man 


o(A)=2%k+ (1 — %k?6o?) 


sh 6 
a | 
A=( ist dann und nur dann ein Eigenwert, wenn 2k+1=0 dh. 


k=—- ist. Für diesen Wert von k nimmt (4), nach Potenzen von 


6 entwickelt, die Gestalt an: 


4— 2n — 4n? 
d(4) = = on tn! Di 
da die Koeffizienten in dieser Reihenentwickelung sämtlich negativ sind, 
kann Ö(A) für keinen reellen, von Null verschiedenen Wert von o bzw. 
für keinen negativen Wert von A verschwinden, ist also stets negativ. 
Bemerkt man, daß in der analogen Entwickelung von ö(A) für beliebiges 
k das von 0? freie Glied (2% +1) ist, so folgt: Ö(}) kann, solange 
2k+1<0 ist, keine negativen Wurzeln besitzen. Zum Beweise lasse 
man zunächst %, ausgehend von k=— 5, abnehmen, so daß die 
Koeffizienten der Entwickelung von d(A) nach Potenzen von 0? sämt- 
lich negativ sind. Da auch das Absolutglied 2% + 1 negativ ist, so 
können offenbar negative Eigenwerte nicht vorhanden sein. Läßt man 
nun %k noch weiter abnehmen, so kann einerseits wegen 2k+1<0, 
kein positiver Eigenwert durch Null hindurch gehen und negativ 
werden, andrerseits können im negativ Unendlichen keine Eigenwerte 
gewonnen werden. Um die Richtigkeit der letzten Behauptung ein- 
zusehen, beachte man, daß für sehr große positive Werte von 6 die 


Funktion sh6 sich im wesentlichen auf — e” reduziert, indem e-° mit 


ständig wachsendem 6 stärker Null wird als jede Potenz von 6 mit 
endlich bleibendem’ Exponenten. Mithin müssen sehr große negative 
Eigenwerte mit entsprechender Annäherung geliefert werden durch die 
Nullstellen von | 

1-Po=0. 
Unter ihren Nullstellen e, , = +7 ist gerade eine positiv (— es war 


ja 6 > O0 vorausgesetzt —) und diese kann nur dann sehr groß sein, 
wenn |%| sehr klein ist. Solange also 2% +1<<O bleibt, existieren 
keine negativen Eigenwerte. 

Hingegen hat man für 2k +1>0 gerade einen negativen Eigen- 
wert. Solange k <0 bleibt, ist das durch die gleichen Überlegungen 
wie oben evident. Geht aber % wachsend nach Null, so rückt, wie 
soeben gezeigt, gerade ein Eigenwert ins negativ Unendlich. Nimmt 


Se 


weiterhin % positive Werte an, so rückt gerade ein Eigenwert aus dem 
negativ Unendlichen herein. Man kann also sagen: Es gibt einen bzw. 
keinen negativen Eigenwert, je nachdem 2k +1>0O oder 2E+1<O 
ist. Es sei noch hervorgehoben, daß k=0 mit E= 0 äquivalent ist. 
Für k= 0 hat man einen Sturmschen Fall. 

Es liege jetzt für einen fest angenommenen von Null verschiedenen 
Wert von k ein einfacher Eigenwert A==0 vor. Ist 2>0, so erhält 
man die bis auf einen nicht verschwindenden Faktor N bestimmte 
Eigenfunktion y aus 


%:%,—=kcoso:(l+kosin 6), 


wobei 9 —=4 der Eigenwert ist und 6 wegen Ö(A)=0 der transzen- 


denten Gleichung: 

vn 2 ko 
sıno=— Kot i 
genügt. Mithin bestehen die Beziehungen: 


k?0? — 1 k?o? — 1 
Bei’ hoso- thaaız 


wobei man das Vorzeichen so zu wählen hat, daß + (k?6°— 1) cos 6 > ist. 
Die normierten Eigenfunktionen sind nun: 


y,— N|+kcos on en), 


1+kosno=— 


dabei ist A=0?>0 und +(ko?— 1)cos6>0; N ist der von Null 
verschiedene, von x unabhängige Normierungsfaktor. 

Durch entsprechende Rechnung erhält man für negative Eigen- 
werte A = — 6” <O die Eigenfunktionen: 


y,> N|+kehox en, 


w4i=—-<0 und + — 1)>0 ist. 
Man beschränke sich jetzt auf den Falk=—1. Die, sämtlich posi- 
tiven, Eigenwerte sind die Nullstellen von 


)-2- +. 


Bezeichnet man die Eigenwerte ihrer Größe nach geordnet mit A,,4,,-- 
so ergibt sich aus der Gestalt von (A): 


I<H<(2)<1<m<am?<<(+ dm <n< em < 


Wird A,= 6,? gesetzt, so sind die Eigenfunktionen: 


1 
Pre 


% i 


N{(—1)’t!e, cos 6,2 — sin o,x}, 


weil a @ —-1>0, :=0,12... 


Bet: 


Die Eigenfunktion y,, hat also im Intervallinnern gerade i Null- 
stellen. Außerdem ist an der Intervallgrenze x = 0: 


dy, 
(— 1 ty.) y IR 0, i= Ole 


wenn N>( angenommen wird. Nimmt man also mit %k zulässige 
Änderungen vor, jedoch so, daß %k stets von Null verschieden bleibt, 
so kann dabei zufolge Satz VI Yıy,, "=%b%..., höchstens eine Null- 
stelle gewinnen, Y, u dagegen höchstens eine Nullstelle verlieren, voraus- 
gesetzt, daß der zugehörige Eigenwert nicht verloren geht. Diese letztere 
Annahme ist aber für jeden Eigenwert erfüllt. Daß im negativ Un- 
endlichen ein Gewinn oder Verlust von Nullstellen nicht stattfindet, 
ist bereits gezeigt. Für positive Eigenwerte aber haben die Eigen- 
funktionen die Gestalt: 


N + k cos (6%) a a H 
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aus der sich ersehen läßt, daß für hinreichend große Werte von © die 
Öszillationszahl beliebig groß wird. Würde also ein Eigenwert ins 
Unendliche rücken, so müßte die zugehörige Eigenfunktion sicher mehr 
als eine Nullstelle gewinnen; das ıst aber zufolge $ 4 nicht möglich. 
Aus den gleichen Gründen können keine Eigenwerte im positiv Unend- 
lichen gewonnen werden. 

Betrachtet man jetzt den Fallk=-+ 1, so tritt ein negativer Eigen- 
wert A, auf, dessen absoluter Betrag sicher größer als 1 ist. Denn im 
Falek=+1 ist 


sho 
ee 
sowohl für = (0 als für o—=1 positiv. Mithin hat die zuA,= — 6 
gehörige Eigenfunktion die Gestalt: 
y,= N|choy® — a 


kann also für keinen Wert von x (O<x<1) verschwinden. An der 
Grenze = gelten für die Werte der Eigenfunktion und ihrer ersten 
Ableitung die Ungleichungen: 


(32) 
Yo), Ed an el 


Daraus ergibt sich gemäß Satz VII, daß y, bei zulässigen Änderungen 
von k, für welche k > 0 bleibt, niemals eine Nulistelle gewinnt. 

Die positiven, sämtlich einfach zählenden Eigenwerte im Falle 
k= +1 sind, wie aus 


Ma 
Ä sin 6 
rare (1102) el 
hervorgeht, folgendermaßen auf der reellen Zahlenlinie verteilt: 
2 
I<Ü<h<(ats) <<< (MI <H<... 
Da somit für alle Eigenwerte 4,, :=1,3,..., die Ungleichung: 
,—1>0 


besteht, so sind die zugehörigen Eigenfunktionen: 


sin 6,% 
? 
6; 


MT N (— 1)? cos 6,0 — 


el, d.eo, 


wobei N positiv genommen und A,= 0? gesetzt ist. Man sieht, daß 
y,, im Intervallinnern gerade i Nullstellen besitzt und daß die Rand- 
werte inx=( den Ungleichungen: 

er 


>, (Ge)<0 


genügen. Durch Anwendung von Satz VII ergibt sich hieraus, daß bei 
allen zulässigen Änderungen von %, für welche % stets von Null ver- 
schieden bleibt, die Eigenfunktionen y,, , ?=1b»:-, höchstens eine Null- 


hingegen höchstens eine Nullstelle gewinnen 


stelle verlieren, die Y,,,_, 
können. Schließlich beweist man noch, wie im Falle k< 0, daß bei 
den eben genannten zulässigen Änderungen weder ein Gewinn, noch 
ein Verlust von Eigenwerten stattfindet. 


Man beachte, daß wegen k = - die Ungleichung k > 0 bzw. 


k <O äquivalent ist mit PA<0O bzw. EA>O. 
Die für die Hilbertschen Randbedingungen IV und IV* und die 
Differentialgleichung: 
d? 
(D 5) d = +4iy= 0 


abgeleiteten Oszillationstheoreme bleiben nun bei allen zulässigen Ände- 
rungen der Differentialgleichung allein (und nur um solche kann es 
sich gemäß Satz III noch handeln) erhalten, bei welchen Eigenwerte 
weder gewonnen noch verloren werden; denn die Sätze VI und VII 
sind von der speziellen Gestalt der Differentialgleichung völlig unab- 
hängig. Um also festzustellen, inwiefern die gewonnenen Oszillations- 
theoreme eine Verallgemeinerung gestatten, wird es nötig sein, Krite- 
rien für den Gewinn bzw. Verlust von Eigenwerten bei zulässigen 
Änderungen aufzustellen. Dies soll im folgenden Paragraphen ge- 
schehen. 


Bde, 


86. Gewinn und Verlust von Eigenwerten bei zulässigen Änderungen. 


Da die Differentialgleichung (D,) den Ausgangspunkt der Unter- 
suchung bildet, so darf man sicherlich /, (x) =1 in zulässiger Weise 
nur derart ändern, daß f, (x) in jedem Augenblicke für keinen Wert 
von x (a<x<b) das Zeichen wechselt. Denn sobald f, (x) im Inter- 
valle a, b Zeichenwechsel besitzt, haben die Eigenwerte, vorausgesetzt, 
daß sich die Theorie der polaren Integralgleichungen!) anwenden läßt, 
sowohl im Positiv- als im Negativ-Unendlichen eine Häufungsstelle. Ist 
man also z. B. von f(x) =1 mittels zulässiger Änderungen etwa zu 
fs, (2) = (© — a) (2 — c)(« — b), (a <c<b), übergegangen, so hat sicher 
ein Gewinn von Eigenwerten stattgefunden. Überdies läßt sich, wie 
schon angedeutet, im Falle des Vorzeichenwechsels von f, die Reellität 
der Eigenwerte nicht mehr in der gleichen Allgemeinheit beweisen wie 
für Differentialgleichungen, bei denen f,(x) im Intervalle a, b ein- 
schließlich der Grenzen nur einerlei Zeichen hat. (Vgl. auch $ 8.) 

Man beschränkt sich demgemäß zunächst stets auf Differential- 
gleichungen vom Typus (la): 


.(D,) +1 ady +oy — 0) 


Nimmt man ein Paar Hilbertscher Randbedingungen IV oder IV* 
hinzu und hält den Parameter % fest, so existiert für die hierdurch 
bestimmte Randwertaufgabe gemäß $ 3 ein System reeller, im End- 
lichen diskret liegender Eigenwerte. A sei ein solcher, y sei die zu- 
gehörige normierte Eigenfunktion. Varliert man f,(x) in zulässiger 
Weise, jedoch so, daß stets der Typus (1a) erhalten bleibt?), so kommt: 


I H+a+ IE + AT +RI- 0. 


A sei bei der Änderung in den neuen Eigenwert A+ 44, y in die 
neue, normierte Eigenfunktion y=Yy-+ 4Iy übergegangen. Aus der 
ursprünglichen und der neuen Differentialgleichung ergibt sich nun: 


b b b 
0-41 | fyvda+ıf (Af)yydr + ar f (Af)yode, 


1) Hırserr, 5. Mitt., 8. 473 ff. 

2) Dabei kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit /, (x) in jeder Diffe- 
rentialgleichung vom Typus’(1a) positiv angenommen werden, wie im folgenden 
stets geschehen soll. 

3) Zulässige Änderungen dieser Art sind diejenigen, welche am Schlusse des 
$ 3 erwähnt wurden. 


da ja y sowohl als auch y den Randbedingungen genüst. Ist If, > O0 
für alle Werte z(a<x<b), so kann auf Ba von $ 3 dadurch, 
daß man |If,| für alle a <x<D klein genug wählt, stets erreicht 
werden, daß das dritte Glied der rechten Seite der Bl hden Glei- 
chung im Vergleich mit jedem der beiden anderen Glieder beliebig 


5 3 
klein wird und daß f! f;yydz und H, (Af,)yydx beide positiv sind. 


Für jede derartig beschränkte zulässige Änderung gilt: 
Ar Ar)<d, 


d. h. wenn f, an jeder Stelle des Intervalles zunimmt, dabei aber für 
alle a<x<b von Null verschieden bleibt oder wenigstens das Zeichen 
nicht wechselt, nimmt jeder von Null verschiedene Eigenwert dem ab- 
soiuten Betrage nach ab. Ebenso ergibt sich, daß jeder von Null ver- 
schiedene Eigenwert dem absoluten Betrage nach zunimmt, wenn f, 
an jeder Stelle des Intervalles abnimmt. Jeder Eigenwert = 0 bleibt 
ungeändert. Bezüglich der Existenz zulässiger Änderungen von der in 
Rede stehenden Art vergleiche man das am Schluß von $ 3 angegebene 
Beispiel. 
Zieht man nun die Differentialgleichung: 


d’y 
an Tr 1y = Ö 


zum Vergleiche heran und setzt A=«au-+ Pf, wo « und ß reelle Kon- 
stanten sind und « nicht verschwindet, während u als reeller Para- 
meter zu betrachten ist, so ergibt sich die völlig äquivalente Diffe- 
rentialgleichung: 


d? 
(D,) tray +By—0. 


Für diese und die Hilbertschen Randbedingungen IV und IV” ergeben 
sich zufolge $ 5 bei endlichem Intervalle a, b stets unendlich viele 
reelle Eigenwerte, die, je nach der Art der vorgelegten Randbedingun- 
gen, oszillationentheoretisch sich anordnen lassen und nur im positiv 
Unendlichen eine Häufungsstelle besitzen. 

Setzt man nun in (D,) f,(«)=P, so lassen sich unter en Diffe- 
rentialgleichungen: 


(D,) I + Ray + By 0 


stets zwei so bestimmen, daß die Eigenwerte der einen dem absoluten 
Betrage nach sämtlich größer, die der anderen sämtlich kleiner sind 


als die entsprechenden Eigenwerte von (D,) für dasselbe Hilbertsche 
3 
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Bedingungenpaar. Man braucht ja nur der reellen Konstanten « zwei 
Werte zu erteilen, von denen der eine größer ist als der größte Wert 
von f,, der andere dagegen kleiner als der kleinste Wert, den f, an- 
nimmt. Geht man nun vermittelst der in $ 3 erwähnten zulässigen 
Änderungen von einer jeden der beiden so ausgewählten Differential- 
gleichungen (D,) zu der in Rede stehenden Differentialgleichung (D,) 
über, so ergibt der eben bewiesene Satz unter Berücksichtigung des 
für die beiden Differentialgleichungen (D,) bereits bekannten Oszillations- 
theorems, daß die Eigenwerte von (D,) den Eigenwerten einer jeden 
der beiden anderen Differentialgleichungen ein-eindeutig sich zuordnen 
lassen. Es ist somit jeder Eigenwert von (D,) in feste Grenzen ein- 
geschlossen; bei der betrachteten zulässigen Änderung konnten Eigen- 
werte weder verloren noch gewonnen werden. 

Ganz entsprechend ergibt sich, daß auch bei zulässigen Änderungen 
von f,(x) allein weder ein Gewinn noch ein Verlust von Eigenwerten 
stattfindet. Denn bei Änderung von f,(x) um die stets positive Funk- 
tion If,(x) nimmt jeder Eigenwert ab, dagegen nimmt jeder Eigen- 
wert zu, wenn f,(x) an jeder Stelle des Intervalles abnimmt. Derartige 
zulässige Änderungen sind die in $ 3 erwähnten. 

Die gewonnenen Ergebnisse lehren, daß hinsichtlich des Gewinns 
bzw. Verlustes von Eigenwerten das Verhalten der ın $ 5 betrachteten 
speziellen Differentialgleichung (D,) charakteristisch ist für alle Diffe- 
rentialgleichungen (D,) vom Typus (la). Mithin gilt der 

Satz VIII. Jede durch eine lineare homogene Differentialgleichung 
(D,) vom Typus (la) und ein Paar Hilbertscher Randbedingungen IV 
oder IV* bestimmte Randwertaufgabe liefert unendlich viele, reelle Eigen- 
werte, die nur im positiv Unendlichen eine Häufungsstelle besitzen. Der 
Gewinn bew. Verlust von Eigenwerten hängt von zulässigen Änderungen 
der Differentialgleichungen allein überhaupt nicht ab, solange der Typus 
(la) erhalten bleibt. Ein Gewinn oder Verlust kann vielmehr nur bei 
zulässigen Änderungen der Randbedingungen stattfinden und auch dann 
niemals im positiv Unendlichen. Im negativ Unendlichen können Eigen- 
werte nur dann verloren oder gewonnen werden, wenn k abnehmend gegen 
Null geht bzw. von Null verschieden wird. 


$ 7. Formulierung des allgemeinen Oszillationstheorems. 


Mit Hilfe des Satzes VIII lassen sich jetzt die in $ 5 aufgestellten 
Öszillationstheoreme auf den Fall der allgemeinen Diiterentialgleichung (D,) 
vom Typus (la) übertragen. Weiterhin ergibt sich aus Satz III das 
Öszillationstheorem für die allgemeinste Differentialgleichung vom Typus 


U ODER 


(la) und das allgemeinste Greensche System. Berücksichtigt man bei 
Anwendung von Satz III einerseits, daß im Hilbertschen Falle IV 


k= = ‚im Falle IV * k-— zu setzen ist, andrerseits, daß die Trans- 


formation, welche zum Satze III führt, die Vorzeichen der Produkte 
AB und AE, ferner, im Falle E=0 ist, auch das Zeichen von AC 
nicht ändert, so kann man folgendes Theorem formulieren: 


Theorem: Jede durch ein allgemeines Greensches System von 
Randbedingungen und eine zu diesem gehörige Differentialgleichung 
vom Typus (la) bestimmte Randwertaufgabe für das Intervall a, 5 
liefert unendlich viele Eigenwerte, die sämtlich reell sind und nur 
im positiv Unendlichen eine Häufungsstelle besitzen. 

Je nach der Art der vorgelegten Randbedingungen ist nun einer 
der folgenden drei Fälle möglich: 

1. A=Cı1Ca2 — Cı2Caı = O0 charakterisiert den „Sturmschen Fall“. 
Es gibt nur einfach zählende Eigenwerte. Zu jeder der Oszillations- 
zahlen O0, 1, 2,... gehört gerade eine Eigenfunktion. 

2. A = C11C22 — CC #0, E= diecaa — daca = 0, C = Cıadaı 
— Coaadıı #0 charakterisiert den „Hilbertschen Fall IV“. 

Ist AC>0, so existiert gerade eine Eigenfunktion, die im 
Intervalle a, b, die Grenzen eingeschlossen, keine Nullstelle besitzt; 
zur Oszillationszahl 2n, z=1,2,..., gehören zwei Eigenfunktionen, 
zur Oszillationszahl 2 —1, n=1,2,..., gehört keine Eigenfunktion. 

Ist AC< 0, so gehören zur Oszillationszahl 2%, n=0,1,..., 
keine Eigenfunktionen, zur Oszillationszahl 2% +1, z=0,1,..., stets 
zwei Eigenfunktionen. 

3. Die allgemeinste Annahme: A=CıCa—Cı2Caı #0, E= dıacaa 
— dsasCıa +0 ist charakteristisch für den „Hilbertschen Fall IV*“. 
Die Zuordnung zwischen Oszillationszahlen und Eigenfunktionen ge- 
staltet sich folgendermaßen: 

Im Falle EA > 0, ist die Anzahl der zu den Oszillationszahlen 
2n und 2n+], n=0,1,..., gehörigen Eigenfunktionen immer = 2, 

Im Falle KA << O hingegen gehört zur Oszillationszahl O gerade 
eine Eigenfunktion; die Anzahl der zu den (von Null verschiedenen) 
Oszillationszahlen 2» und 2n —]1, n=1,2,..., gehörigen Eigenfunk- 
tionen ist immer = 2. 

Unter der Oszillationszahl ist dabei in den Fällen 2. und 3. die 
Anzahl der Nullstellen der zugehörigen Eigenfunktion (im Innern 
des Intervalles a, Db) zu verstehen, vermehrt um Eins, sobald in 
einem Rande oder in beiden Rändern des Intervalles a, b Null- 
stellen der Eigenfunktion vorhanden sind. 


RT 


8 8. Oszillationstheoreme für die polaren Fälle.') 


Für die Gültigkeit des soeben ausgesprochenen Oszillationstheorems 
ist die Voraussetzung wesentlich, daß es sich um nicht-polare Fälle 
handle, d. h. daß f, im Intervalle a, b einschließlich der Grenzen von 
Null verschieden sei. Nun gelten die Sätze der Paragraphen 2, 3 
und 4 über die Reduktion der Randbedingungen, über die Abhängig- 
keit der Eigenwerte und Eigenfunktionen von zulässigen Änderungen 
der Differentialgleichung sowie über den Gewinn bzw. Verlust von Null- 
stellen der Eigenfunktionen auch dann, wenn f, im Intervalle a, b so- 
wohl positive als negative Werte annehmen kann, vorausgesetzt, daß 
unendlich viele, reelle, im Endlichen diskret liegende Eigenwerte exi- 
stieren. Diese Voraussetzung ist aber nach Hilbert auch im polaren 
Falle, d.h. für die durch eine Differentialgleichung vom Typus (1b) 
und ein zugehöriges Greensches System bestimmte Randwertaufgabe er- 
füllt, sobald die Greensche Funktion existiert und zu einem positiv 
definiten Kerne führt. 

Es möge also das durch ein Greensches System und eine Diffe- 
rentialgleichung (D,) vom Typus (1a) bestimmte Randwertproblem nur 
positive Eigenwerte ergeben. Die Greensche Funktion existiert und 
liefert einen definiten Kern. Mittels zulässiger Änderungen der in $ 6 
betrachteten Art von f, allein gehe man zu Differentialgleichungen (D,) 
vom Typus (1b), d. h. also zu polaren Fällen über. Im nämlichen 
Augenblicke, in dem f, an einer Stelle des Intervalles negative Werte 
annimmt, rücken aus dem negativ Unendlichen unendlich viele negative 
Eigenwerte herein. Solange f, im ganzen Intervalle, von Nullstellen 
abgesehen, nicht durchaus negativ wird, kann ein positiver Eigenwert 
weder verloren noch gewonnen werden. Denn vermöge der angewandten 
zulässigen Änderungen geht kein Eigenwert durch Null hindurch; 
andrerseits ist ein Gewinn oder Verlust von Eigenwerten im positiv 
Unendlichen ausgeschlossen, da stets Eigenfunktionen mit beliebig 
großer Oszillationszahl existieren müssen. (Man vergleiche hierzu etwa 
die im $ 5, I. Teil, sowie die am Schlusse des $ 2, II. Teil, angestellten 
Überlegungen.) Wird infolge der zulässigen Änderungen f, im ganzen 
Intervalle negativ, so sind alle positiven Eigenwerte verschwunden, und 
man erkennt vermöge der Substitution: Af,— Alf,|, daß jetzt für die . 
negativen Eigenwerte A die Sätze des $ 7 gelten. 

Satz: Es möge die durch eine Differentialgleichung vom Typus (1a): 

2 
(D) EHRE + Ah + hao)y 0 


1) Hırzerr, 5. Mitt. S. 473. 


und ein zugehöriges Greensches System bestimmte Randwertaufgabe nur 
positive Eigenwerte liefern. Ersetzt man in (D) die Funktion f, durch 
eine für a<x<b stetige Funktion, die im Intervalle a, b das Zeichen 
wechselt, so ergibt sich ein neues Randwertproblem, das unendlich viele 
reelle Eigenwerte liefert, weiche nur im positiv und im neyativ Unend- 
lichen Häufungsstellen besitzen. Für die zu den positiven Eigenwerten 
gehörigen Eigenfunktionen gilt das nämliche Oszillationstheorem wie im 
nicht-polaren Falle, von dem man ausgegangen war; und das Gleiche 
findet statt für die dem Systeme der negativen Eigenwerte entsprechenden 
ngenfunktionen. 

Zusatz: Auf die Behandlung der Fälle, in denen f, > 0 ist für alle 
a<x<b, soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden; doch reichen 
die bisher entwickelten Methoden dazu völlig aus. 


Zweiter Teil. - 
Eine spezielle Differentialgleichung 4. Ordnung. 


$ 1. Einleitung. 


Die in den Paragraphen 1, 2 und 3 des I. Teiles für die lineare 
homogene Differentialgleichung 2. Ordnung entwickelte Theorie läßt 
sich nicht unmittelbar auf die Randwertaufgaben übertragen, die durch 
eine sich selbst adjungierte Differentialgleichung 2n ter Ordnung, »=3,3...., 
und ein zugehöriges System Greenscher Randbedingungen!) bestimmt 
werden. Es bleiben zwar auch in diesen Fällen die wesentlichen Eigen- 
schaften der Gruppe (I) erhalten, so daß sich die Randbedingungen 
auf gewisse Normalformen zurückführen und die Sätze über die Ab- 
hängigkeit der Eigenwerte und Eigenfunktionen von den Koeffizienten 
der Randbedingungen und gewissen in der Differentialgleichung auf- 
tretenden Parametern in der nämlichen Weise sich gewinnen lassen, 
wie im I. Teile Allein der Satz I und die Betrachtungen des $ 5 
verlieren ihre Gültigkeit, sobald man zur Betrachtung von Differential- 
gleichungen höherer als zweiter Ordnung übergeht. Indes ergeben sich 
in speziellen Fällen Oszillationstheoreme, die etwa dem Sturmschen und 
dem Hilbertschen Falle IV entsprechen. 

Die Behandlung einiger Beispiele dieser Art soll den Gegenstand 
des II. Teiles vorliegender Arbeit bilden. Und zwar handelt es sich 
um gewisse Randwertaufgaben, die sich für die einen reellen Parameter 


1) Westraut, 1. c. 
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A enthaltende, lineare, homogene, zu sich selbst adjungierte Differen- 
tialgleichung: 
(D) Er (ra) 3) + 4gla)y = 0 
| dx? dx? 

stellen lassen. Dabei seien p(x) und g(x) im Intervalle a, b einschließ- 
lich der Grenzen von Null verschiedene, eindeutige, stetige und reell- 
wertige Funktionen der reellen Veränderlichen x, außerdem sei p(x) 
ebendort zweimal stetig differentiierbar. A kann so normiert werden, 
daß p und g positiv sind, was im folgenden stets vorausgesetzt wird. 

Die erwähnten Randwertprobleme, für welche Oszillationstheoreme 
abgeleitet werden sollen, sind spezielle Fälle des allgemeinen Green- 
schen Systems von Randbedingungen bezüglich der Differentialgleichung 
(D). Jedes derartige System ist in der Form: 


4 4 
© = | Dear) + Ze), mes 
1 ji; y= — 


enthalten. Die rechten Seiten der einzelnen Gleichungen seien linear 
unabhängig voneinander. 

Soll (@) ein Greensches System bezüglich (D) darstellen, so müssen 
die reellen Koeffizienten c,,, d;,, #*=1,3,3,4, so beschaffen sein, daß der 
„@reensche Ausdruck“: 


2=D 3 72 2 3 2 2 vb 
[Po]. (as amt ans a2 a0) te War zer) >. 
verschwindet für alle Paare von reellwertigen, eindeutigen Funktionen 
uw und v, die dem Systeme (@) von Randbedingungen genügen, an allen 
Stellen x (a <x<b) dreimal stetig differentiierbar, im übrigen aber 
willkürlich sind.!) 
Die Untersuchung erstreckt sich nun auf folgende spezielle Green- 
sche Systeme: 


1) Ya 0, IF: —0; Ypıze Ö, Yy, En 0.) 
U) „I, = ud y—\. 
I) „I NY ud Y = 0) 


1) Westraut, 1. c. 

2) Für diese Randbedingungen und die Differentialgleichung (D) hat 
Davınosrou (Annales de l’Ecole normale superieure, Tom. XVII, 1900, Seite 395 ff. ; 
Tom. XXII, 1905, Seite 539ff.) auf anderem Wege das Oszillationstheorem ab- 
geleitet. 

3) Diesen Fall hat DavıvosLou (Annales de l’&cole usw., Tom. XVII, 1900, 
Seite 428 ff.) für die Differentialgleichung 

R > 
er —ıy(a)y 
erledigt. 
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IV) Ip N) Rh TEE DE 
V) I I 9-9 %>%. 
vl) = I I %—-d. 


Dabei sind die beiden Grenzen a und b als gleichberechtigt angesehen. 
Die 6 angeführten Bedingungssysteme sind im wesentlichen diejenigen 
zu (D) gehörigen Greenschen Systeme, bei welchen än je einer Grenze 
von den Werten, die dort die betreffende Eigenfunktion bzw. ihre Ab- 
leitungen annehmen, gerade zwei verschwinden.') 


VYD)y,+ky,=-9, Gt, = nthy,=0, ythy —=d, 


wobei » =pP,=0, a<b, k<0,h>O sein soll; h und %k sind reelle 
Größen. 
VI) y-lwy, Y—WYr Yu Ya = IDıy; 
dabei soll / ein reeller, von Null verschiedener Parameter?) sein und es 
soll die Beziehung gelten: 

PP, — PP «= 0. 

Öszillationstheoreme für diese 8 Bedingungssysteme und die Diffe- 
rentialgleichung (D) gewinnt man mittels der auch im ersten Teile 
benutzten Methode. Bei entsprechender Modifikation des Begriffs der 
zulässigen Änderung wird die Anwendbarkeit der Methode gesichert 
durch den folgenden Satz, der die Verallgemeinerung verschiedener in 
$ 3 des I. Teiles bewiesener Tatsachen enthält. 

Satz: Gegeben sei eine Differentialgleichung (D): 


ler) An 


und ein zugehöriges Greensches System. Die Koeffizienten der Differential- 
gleichung seien Funktionen eines reellen Parameters o von der folgenden 
Form: 

Da 0, a=p-(oge) + 1 e)2@)). 
Existiert stets eine Greensche Funktion, so sind die Eigenwerte stetige 
Funktionen von o und von den Koeffizienten c;,, d;, %*=1,23,4, des 
Greenschen Systems. Die Eigenfunktionen sind ganze transzendente Funk- 
tionen von A und o, sowie ganze rationale Funktionen der c,, und d,,. 


1) Diese 6 Fälle finden sich bei Myrrer, Gewöhnliche Differentialgleichungen 
höherer Ordnung usw. (Diss., Göttingen, 1905/06, S. 17ff.) angegeben; die Eigen- 
werte werden dort hinsichtlich ihrer Existenz und ihres Vorzeichens untersucht. 
Vgl. auch Westrauz, Zur Theorie usw. (S. 64ff.). 

2) Für p=1, 1=1 hat Wesırarı Existenz und Vorzeichen der Eigenwerte 
untersucht. Vgl. Westrirı, a. a. O., S. 52, 53, 54. 


I ee 


Bei zulässigen Änderungen der Größen o, c;, und’ d,, kann ein Eigen- 
wert nur dadurch verloren gehen oder gewonnen werden, daß er ins Un- 
endliche hinaus bezw. aus dem Unendlichen hereinrückt. 

Zusatz: Sind 2 Differentialgleichungen (D) vorgelegt: 


day a: d? d? 
le) try 0 und rl) + ray 0 


und setzt man 

mei, Men, H=2I@), B»B=MI@), 
so geht die zweite Differentialgleichung aus der ersten dadurch hervor, 
daß man den Parameter o von 1 bis 0 abnehmen läßt. 


‘8 2. Eigenwerte und Eigenfunktionen für die Differentialgleichung 


7 (PIE) + ray =0. 


dac? 


Zunächst bemerke man, daß für jede Lösung von (D) die Beziehung: 


b b b 
jr „ [272 [4 „ ! „ b „ 
(1) Jon )da—— 1 (ay’dr-[p(yy —y’y’)+p'yy + frw da 


gilt.!).. Nun verschwindet aber der Ausdruck: 

pwy —yy)tr'yy” 
sowohl für <= a, als für x = b, wenn y einem der Bedingungensysteme 
I—VII genüst. Im Falle VIII hat der betrachtete Ausdruck n =a 
denselben Wert wie in z=b. Weil ferner p>0, qa>0, 2 >0, 
y>O ist für alle Werte z«(a<x<b), so ergibt die Beziehung (1), 
daß jeder etwa existierende Eigenwert A negativ sein muß!), sobald 
eine Differentialgleichung (D) und eines der Greenschen Systeme I bis 
VIII vorliegt. Ein positiver Wert A ist also niemals ein Eigenwert. 
Es existiert stets eine Greensche Funktion und damit nach der all- 
gemeinen Theorie’) ein System von oo! im Endlichen diskret liegen- 
den Eigenwerten. Ist A=0 ein Eigenwert, so muß die zugehörige 
Eigenfunktion eine lineare Funktion von & sein; dies ergibt sich aus 
der Formel (1) für A=0. 

Zusammenfassung: Für die mit I,..., VIII bezeichneten Greenschen 
Systeme und die Differentialgleichung (D) existieren immer unendlich 
viele, reelle, micht positive Eigenwerte, die im Endlichen keine Häufungs- - 
stelle besitzen. Die zu einem etwaigen Eigenwerte 4 = 0 gehörige Eigen- 
funktion hat die Gestalt: y= «x +B. 


1) WestriALL a. a. O., S. 64. 2) Westrarr 2.2.0, 8. 18. 
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Nachdem dies vorausgeschickt ist, zeigt man, daß keine zu einem 
der Systeme I— VIII gehörige Eigenfunktion von (D) im Intervall- 
innern eine doppelte oder mehrfache Nullstelle besitzen kann. Zum 
Beweise betrachte man eine Eigenfunktion y und nehme an, die im 
Intervallinnern gelegene Stelle ©—= x, sei eine doppelt zählende Null- 
stelle von y. An der Stelle x, ist y=0, y’=0, py”=0. Durch 
Multiplikation mit +1 kann man stets erreichen, daß y” für =x, 
positiv ist. Nun gibt es vom Punkte x, aus stets eine Fortschritts- 


richtung auf der x-Achse von der Art, daß —(py”) positiv ist oder 


wenigstens positiv wird, sobald man die betreffende Fortschrittsrichtung 
als positive Richtung zugrunde legt und in ihr vom Punkte x, aus 


fortschreite. Im Falle | (a)! +0 ist dies ohne weiteres klar. 
Ist aber [2(@,N} - 0 und betritt man die Umgebung von z,, so 


muß wegen y, > 0 Na y' in der Umgebung von x, positiv werden, 


folglich auch y und » u oy "), wie sich aus (D) ergibt. Man erhält 


also schließlich für ehe von x, positive Werte von = (py”). 


Geht man jetzt von z, in der Richtung fort, für welche 2 py") 
positiv ist, so werden wegen Y,, >=(, Y,, =(0, y, = zunächst y und 
y' und, zufolge (D), auch an (py”) positiv sein; (py”) muß also 


positiv bleiben, ebenso y”. Die eben gemachten Schlüsse lassen sich 
nun wiederholen. Auf jeden Fall bleiben y, y’ und y” stets positiv 
und wachsen beständig. 

In Rücksicht darauf, daß man von x, ausgehend schließlich zu 
einer der Grenzen a oder b gelangt, muß also im Falle der Bedingun- 
gen I,..., IV die Annahme einer doppelten Nullstelle im Intervall- 
innern zu Widersprüchen führen.!) 

Liegt hingegen die Bedingung VII vor und fiel die benutzte 
Fortschrittsrichtung mit der Richtung von @ nach b zusammen, so 
kommt man wegen y,>0, y/>0 und A>0 in Widerspruch mit der 
Randbedingung. Für die Richtung von b nach a erhält man dagegen: 
y„>0, y, <0, wobei jetzt wieder die Richtung von a nach b die 
positive sein soll. Wegen k<0O kann aber dann niemals y, + ky, 
verschwinden. 

Schließlich ist noch das System VIII zu betrachten. Ist die in 


1) Zum Beweise BEE a8 HVOLBDERBZURE, daß an jeder der Grenzen nur 
eine der Funktionen y, y’, 4”, y'” verschwindet. 


a ar) 

Frage kommende Fortschrittsrichtung die Richtung von a nach b, so 
erhältaman: 4, > 0, u, 0. u 7-0 (.er),> 0. Da y dem 
Systeme VIII genügt und neben y, >0,9,>0 auch p,9, — mp, = 9 
gilt, so ergibt sich dann: y, 2,0, y, & 0, 4, & 9; er) 0, 
‚(I Z,0). Geht man nun von 2=a aus in der Richtung gegen b fort, 
so folgt durch dieselben Überlegungen wie oben, daß y im Intervalle 
a, b überhaupt keine Nullstellen besitzt. Entsprechend schließt man 
bei den übrigen noch möglichen Annahmen. Fall VIII ist damit eben- 
falls erledigt. 

Man beachte, daß die Eigenwerte im vorhergehenden stets von 
Null verschieden vorausgesetzt waren. Da indes für A=0 die Eigen- 
funktion y als lineare Funktion von x höchstens eine einzige Nullstelle 
im Intervallinnern besitzt, kann man den Satz aussprechen: Eine Eigen- 
funktion, die zu einem der Systeme I—VILI gehört, kann im Intervall- 
innern niemals eine zwei- oder mehrfache Nullstelle besitzen. 

Nun geht man zur Betrachtung etwa im Rande auftretender Null- 
stellen der Eigenfunktionen über, wobei sich die Untersuchung zunächst 
wieder auf nicht verschwindende Eigenwerte beschränkt. | 

Es liege vorerst einmal der Fall I vor. Jede Eigenfunktion be- 
sitzt dann in © —=a eine zweifache, aber auch nur eine zweifache Null- 
stellee Hat man nämlich in <=a eine dreifache Nullstelle, ist also 
y,=0; y,=0 und y,=(0, so kann durch Multiplikation von y mit 


+1 stets [7 (ey) und folglich auch y,' positiv gemacht werden. 


Dann aber ergibt sich y, > 0 im Widerspruch mit der Randbedingung. 
Analoge Schlüsse gelten für jede Intervallgrenze, an der die Eigen- 
funktionen den Bedingungen y=0, y’=0 genügen, wenn an der 
anderen Grenze y oder eine seiner drei ersten Ableitungen verschwindet. 
Entsprechend beweist man im Falle der Randbedingungen y=y”’ = 0, 
daß im betreffenden Rande nur einfache Nullstellen existieren. Im 
Falle der Bedingungen y”=0, y”” = 0 können im zugehörigen Rande 
nicht einmal einfache Nullstellen auftreten. 

Man beachte, daß die eben besprochenen Möglichkeiten, die sich 
sämtlich als unzulässig herausstellten, dann eintreten müßten, wenn bei 
zulässigen Änderungen der Differentialgleichung Nullstellen einer Eigen- 
funktion gewonnen oder verloren würden. 

Im Falle VII kann die Nullstellenzahl einer Eigenfunktion nur 
dann sich ändern, wenn in 2=a oder <=b der Wert von y und 
damit, wegen der Randbedingungen, auch der von y’ Null wird. Außer- 


[4 [224 


dem ist für eine Eigenfunktion y stets: (y”y”), 2 0, also, wegen p, — 0, 


N NA 


auch 7 [“(p „))2 0. Entsprechendes hat man an der Stelle x = b. 


Demzufolge kann man jetzt wie bei der Annahme einer doppelten 
Nullstelle schließen, da die dort benutzte Fortschrittsrichtung hier 
immer diejenige ist, welche von der betrachteten Grenze aus ins Inter- 
vallinnere hineinführt. Diesen Überlegungen liegt die Annahme zu- 
grunde, daß A und % niemals Null werden. 

Genügt schließlich die zu untersuchende Eigenfunktion einem 
Systeme VIII (+0), so kann sie an den Grenzen höchstens einfache 
Nullstellen besitzen. Solange nur +0 ist, gilt nämlich: !y y, > 0, 
yy,>20, yWy,20, Iyy >0. Wegen pp, —p,p,—0 und 


d 23 d „ 
2, >0, m, >00 hat man demzufolge: 14,(83 )) Er (py )}>0 und 


Du N) wer) > 0. Werden vorläufig y/ und (er), 


als von Null verschieden angenommen und wird y =y,=0, y,=y,—0 


gesetzt, so geht man, je nachdem v@y")) positiv bzw. negativ 


ist, von der Grenze a bzw. der Grenze b aus und normiert so, daß y, 
bzw. y, positiv wird. Nun läßt sich wieder wie bei der Annahme einer 
doppelten Nullstelle im Intervallinnern schließen. Auch die Fälle y) — 0 


oder (zer) - 0 usw. bieten keine wesentlichen Schwierigkeiten. 


Aus der Tatsache, daß im Falle VIII (!-+0) an den Grenzen nur ein- 
fache Nullstellen auftreten können, folgert man wie im ersten Teile, 
daß bei zulässigen Änderungen, bei denen I stets von Null verschieden 
bleibt, Nullstellen der Eigenfunktionen nicht verloren gehen oder ge- 
wonnen werden. 

Was nun die Eigenwerte 4 = O0 anlangt, so können diese höchstens 
zweifache sein; die zugehörigen Eigenfunktionen sind ja stets in x 
linear, andererseits aber linear unabhängig. 

In den Fällen I—IV ist A= 0 niemals ein Eigenwert. 

Im Falle V ist A=0 stets ein einfacher Eigenwert, die zugehörige 
Eigenfunktion besitzt immer nur in <= eine Nullstelle. 

Im Falle VI ist 2 = 0 immer ein zweifacher Eigenwert. Wählt man 
als die eine zu A=0 gehörige Eigenfunktion: 


1 
a 
I gdz 
so ist die andre Eigenfunktion y, durch die Orthogonalitätsbedingung: 


b 
Sande = 


Y% = 


EEE 


bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Da g stets positiv ist und 
y, eine Konstante sein soll, so muß der Orthogonalitätsbedingung zu- 
folge y, mindestens eine Nullstelle im Intervallinnern besitzen. y, ver- 
schwindet also gerade einmal im Intervalle a, b; ferner bleibt die Zahl 
der Nullstellen von y, und y, im Intervalle bei zulässigen Änderungen 
der Differentialgleichung ungeändert. 

Daß auch im Falle VII die zu? = 0 gehörige Eigenfunktion Null- 
stellen weder gewinnen noch verlieren kann, ergibt sich einerseits aus 
den Randbedingungen, andrerseits aus dem Umstande, daß die Eigen- 
funktion in x linear ist und im Verlaufe zulässiger Änderungen nicht 
identisch verschwinden darf. 

Schließlich ist noch für das System VIII der Eigenwert A=0 zu 
betrachten. Da die zugehörige Eigenfunktion stets eine Konstante sein 
muß, so kann der Eigenwert 4= (0 höchstens ein einfacher sein; die 
Eigenfunktion besitzt keine Nullstellen und kann, wenigstens solange 
A=(0 Eigenwert bleibt, Nullstellen weder gewinnen noch verlieren. 

Zusammenfassend kann man sagen: 

Die Oszillationszahl einer zur Differentialgleichung (D) und zu einem 
der Greenschen Systeme I,..., VI gehörigen Eigenfunktion bleibt bei 
zulässigen Änderungen der Differentialgleichung allein ungeändert. Das 
Gleiche gilt in den Fällen VII und VIII für zulässige Änderungen auch 
der in den Randbedingungen auftretenden Parameter, soferne nur eben 
diese Parameter stets von Null verschieden bleiben. Dabei ist im Falle VIII 
die Oszillationszahl wie im Helbertschen Falle IV bei Differentialglei- 
chungen 2. Ordnung zu definieren. | 

Jetzt gelingt auch der Nachweis, daß bei zulässigen Änderungen 
der eben genannten Art Eigenwerte weder verloren noch gewonnen 
werden können. 

Dabei kann man von der Bemerkung Gebrauch machen, daß die 
Randbedingungen I—VII nur einfache Eigenwerte zulassen, abgesehen 
von etwaigen Eigenwerten A=0. Würden nämlich zwei oder mehr- 
fache Eigenwerte existieren, so gäbe es unter den oo! zu einem der- 
artigen Eigenwerte gehörigen Eigenfunktionen solche, die an einer 
Intervaligrenze eine zwei- oder mehrfache Nullstelle besitzen, was nach 
dem früher Bewiesenen nicht möglich ist. Es gibt also in den Fällen 
I—VIL, von } = 0 abgesehen, nur einfache Eigenwerte Würde nun in 
einem dieser Fälle ein Eigenwert infolge zulässiger Änderungen ins 
Unendliche hinaus- (bzw. aus dem Unendlichen herein-Jrücken, so müßte 
er alle Eigenwerte, deren absolute Beträge größer (bzw. kleiner) sind 
als sein eigener, vor sich her ins Unendliche (bzw. ins Endliche) treiben; 
es bliebe nur eine endliche Zahl von Eigenwerten im Endlichen (bzw. 


man erhielte eine Häufungsstelle von Eigenwerten im Endlichen) im 
Widerspruch mit der Hilbertschen Theorie. 

Der eben gemachte Schluß scheint nun zunächst im Falle VIII zu 
versagen, da hierbei mehrfache Eigenwerte auftreten können. Die ganze 
Betrachtung bleibt aber nichtsdestoweniger richtig, wenn man von einem 
Falle ausgeht, in welchem zu jeder Oszillationszahl nur eine endliche 
Zahl von Eigenfunktionen gehört!), und zugleich bedenkt, daß nur 
solche Eigenwerte zusammenfallen können, die zur nämlichen Oszilla- 
tionszahl gehören. In der Tat: Sind y, und y, zwei zum gleichen 
Eisenwerte gehörige Eigenfunktionen, so ist &,%, + «&,%, ebenfalls eine 
Eigenfunktion, wie auch die reellen Konstanten «, und «, gewählt sein 
mögen. Folglich kann «,y, + «4, bei stetiger Änderung der Kon- 
stanten «, und «, zufolge eines bereits bewiesenen Satzes Nullstellen 
weder gewinnen noch verlieren, da ja für alle Wertepaare «,,«, die 
Randbedingungen und die Differentialgleichung befriedigt sind. 

Aus den bis jetzt gewonnenen Ergebnissen kann man entnehmen, 
daß für die Randbedingungen I—VIII und die Differentialgleichung (D) 
Oszillationstheoreme existieren. Man weiß, daß infolge zulässiger Ände- 
rungen von der früher bezeichneten Art Eigenwerte weder gewonnen 
noch verloren werden und daß die Oszillationszahlen der Eigenfunk- 
tionen ungeändert bleiben. Daraus schließt man: 

Die Oszilationstheoreme für die Bedingungssysteme I—VIII und 
für die Differentialgleichung: 

y9+ıy=0 
lassen sich unmittelbar auf die allgemeine Dijferentialgleichung (D) 
übertragen. 


$3. Formulierung der Oszillationstheoreme, 


Bei der Behandlung der Differentialgleichung: 
Er er © 


für die Greenschen Systeme I—VIIl wähle man, was keine Beschränkung 
der Allgemeinheit ist, als Intervallgrenzen O und 1. 

Man beschränke sich vorläufig auf die Fälle I—VI. Die Eigen- 
werte, deren Existenz gesichert ist, seien der Größe ihres absoluten 
Betrages nach geordnet: 


VS hoh>i::, 
wobei das erste Gleichheitszeichen im Falle V, beide Gleichheitszeichen 
im Falle VI zu nehmen sind. Wegen der Gleichberechtigung der 


1) Daß solche Fälle existieren ergibt sich aus $ 3. 


AN 


Grenzen 2=(0 und £=1 ergaben sich die Randbedingungen I—VI 
im wesentlichen durch Kombination der folgenden drei Bedingungen- 
paare für die Randwerte: 


y=yi—=0 oder Sy oder yW=y 7.0. 


Man betrachte nun solche Lösungen der Differentialgleichung, die in 
x = (0 eines der drei Bedingungenpaare erfüllen, während nx=1 nur 
eine der 4 Größen y,y’,y",y” verschwindet. Für jeden negativen 
Wert von A gibt es, wie sich durch direkte Ausrechnung zeigen läßt, 
sicher eine solche Lösung, die man so normieren kann, daß sie eine 
ganze, transzendente Funktion von A ist, sich also nebst ihren Ablei- 
tungen stetig mit A ändert. Im folgenden werden derartige (normierte) 
Lösungen mit uw und v bezeichnet; und zwar soll v immer aus uw dadurch 
hervorgehen, daß man |A| wachsen läßt; v soll also zum absolut größeren 
Parameterwerte gehören. 

Gehört u zum Parameterwert A, v zum Parameterwert A — 4]A|, 
wobei /|2| eine positive Größe ist, so ergibt der Greensche Satz, an- 
gewandt auf vw und v: 


1 
A|ı| fuvda — (uv” — uv” +u"vV —u”v),-ı; 
0 


gleichgültig, welches Bedingungenpaar in & = 0 vorgeschrieben ist. 
A|\}| kann stets so klein gewählt werden, daß die rechte Seite größer als 
Null wird, was im folgenden stets vorausgesetzt werden soll. Man hat 
also im folgenden immer: 

(2) (uv”— uw’ +u'v’ — u”v),, >. 

Aus der Formel (2) lassen sich nun in den Fällen I-VI die Os- 
zillationstheoreme herleiten; dabei hat man je nach den Bedingungen, 
die in&=1 vorgeschrieben sind, drei Fälle zu unterscheiden. 

l.y,=Yy)=0. Diese Bedingungen werden in den Fällen I, III 
und IV erfüllt. Man bemerke vor allem, daß die Lösung « für keinen 
Wert A (0 <A<A,) im Intervalle 0, 1 Nullstellen besitz. Zum Be- 
weise dieser Behauptung genügt es, u für A=( zu untersuchen, da 
A=(0 kein Eigenwert und « stetige Funktion von A ist, ferner zufolge 
$2 (vgl. auch die Fußnote S. 41) die Lösung u Nullstellen nur im 
Rande x = 1 gewinnen oder verlieren kann. Erfüllen vw und v (n x=]1) 
die Bedingung u,’= v,' = 0, so ergibt sich für A=0: uv=z?(1— 3x) im 
Falle I; u=x(1— +2?) im Falle III; u = konst. im Falle IV. Mithin 
ist für jedes A (O<A<A,) in jedem Falle „= u(x=1;A4) positiv. 
Außerdem ist zufolge der Formel (2): 


m [2 
ud Um >O. 
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Man lasse jetzt A dem absoluten Betrage nach von Null an wachsen, 
bis v die zum Eigenwerte A, gehörige Eigenfunktion geworden ist. Dann 
hat man (zum ersten Male) v,—= 0, also zufolge (2): u,v,” > 0; wegen 
u, >0 folgt v,”>0. Damit die nx = O0 geforderten Randbedingungen 
erfüllt sein können, muß aber v,”v,” >0 sein. Folglich hat die 2. Ab- 
leitung der zu A, gehörigen Eigenfunktion y, an der Stelle x=1 einen 
positiven Wert. Läßt man |A| weiter wachsen, bis % die zu A, gehörige 
Eigenfunktion geworden ist, so gilt: = 0, u,” > 0, mithin gemäß (2): 
v,<0, d.h. beim Durchgange von A durch A, wechselt v, das Zeichen, 
wenn eben v zum Parameterwert A gehört. Weil nun aber unter dieser 
Voraussetzung v,” > 0 ist für A = 4,, so gewinnt v, wenn A, dem ab- 
soluten Betrage nach wachsend, den Wert A, passiert, gerade eine Null- 
stelle. Entsprechend läßt sich allgemein zeigen: Sooft A, dem ab- 
soluten Betrage nach wachsend, einen Eigenwert passiert, wechselt der 
Wert der zum Parameterwerte A gehörigen Funktion v nz=1 das 
Zeichen, und es gewinnt « gerade eine Nullstelle. Nun weiß man aber, 
daß die zum Eigenwerte A, gehörige Eigenfunktion im Innern des Inter- 
valles keine Nullstelle besitzt. Mithin sind die Oszillationstheoreme für 
die Systeme I, III und IV bekannt. 

Man gehe jetzt über zur Betrachtung der Bedingung: 

2. y,=(0, y =0. In Betracht kommen hierbei die Fälle II und V. 
w und v mögen (in z=1) die Bedingungen erfüllen: vu,”=0, vu," =. 

Zunächst wird der Fall II behandelt. Da A=0 kein Eigenwert 
ist, kann man «u für diesen Wert des Parameters bilden; man erhält: 
“= x und entnimmt daraus, daß u für alle Werte 1 (0 >4> 4,) keine 
Nullstelle im Intervallinnern besitzt und ferner, daß u, fürallei (O>4>},) 
positiv ist. Ist wieder v die zum Eigenwerte A, gehörige Eigenfunktion, 
so hat man wegen v,=0 und Formel (2): „v,”>0O und folglich 
v, >0. Weil aber zufolge der für = 0 vorgeschriebenen Rand- 
bedingungen v,”’v, <O sein muß, gilt v,'<O. Ist hingegen u die zu A, 
gehörige Eigenfunktion, so folgt aus u, =0 und Formel (2), daß v,u,"<O 
und hieraus wieder, daß v,<0O ist. Entsprechend schließt man für die 
übrigen Eigenwerte und erkennt wegen v,v, <0O, dab « jedesmal ge- 
rade eine Nullstelle gewinnt, wenn A, dem absoluten Betrage nach 
wachsend, einen Eigenwert passiert. Mit Hilfe dieser Bemerkung läßt 
sich aber aus der bekannten Oszillationszahl der zu A, gehörigen Eigen- 
funktion die Oszillationszahl jeder anderen Eigenfunktion bestimmen. 
Fall II ist damit erledigt. 

Da im Falle VA=0 ein Eigenwert ist, bildet man « für hin- 
reichend kleine absolute Beträge des negativen Pe ). Zu diesem 
Zwecke legt man der allgemeinen Lösung y der Differentialgleichung 


die folgenden vier Partikularlösungen zugrunde, Hohe noch = — 6° 
‚gesetzt ist: 


Yyı yes (c0s62 + chox), = > (sin 02 + shox), 


Ye ie c086% + chox), y, = ne sinox + shox). 


Die Werte dieser Partikularlösungen und ihrer drei ersten Ableitungen 
in&=(0 sind von A unabhängig (vgl. I. Teil, $ 3). Setzt man noch: 


YeacHTraYyt Ya rt 9 
so ergibt sich aus den Bedingungen an der Grenze =0: =, 


yo —=0, daß c, und c, verschwinden. Die Bedingung y’=-0inz=1 
liefert ferner für c,:c, die Gleichung: 


C,30°(— 6086 + cho) +, 30(— sino + sho) =. 
Es ist also: 
MT 


-[cho sino — sh6 coso}, 


oder, nach Potenzen von 6 entwickelt: 


“all 


Für hinreichend kleine von Null verschiedene Werte von |A| bzw. o* 
ist also u„>0. Durch die nämlichen Überlegungen wie im Falle II 
erkennt man auch hier, daß «u jedesmal eine Nullstelle gewinnt, sooft 
iA, dem absoluten Betrage nach wachsend, einen Eigenwert passiert. 
Nun besitzt aber die zum Eigenwerte 4,— 0 gehörige Eigenfunktion 
keine Nullstelle im Intervallinnern; hingegen verschwindet die zu A, 
gehörige Eigenfunktion gerade einmal im Innern des Intervalles. 
Letztere Tatsache ergibt sich aus der Betrachtung von 


6 . 6 . b 
u=— 7 (60802 + chox)(sho—sino)+, (sino® + sh ox)(— c0s6 + cho) 


für hinreichend kleine Werte von 6%. Aus alledem folgt, daß im 
Falle V zum Eigenwerte A, die Oszillationszahl i Benöru 

Schließlich ist noch di Bedingung: 

3. 497 =0,y7 = zu behandeln. In Betracht kommt dabei nur 
mehr der Fall VI. In $ 2 ist bereits gezeigt, daß im Falle VI bei 
passender Wahl der beiden zu = (0 gehörigen Eigenfunktionen die 
eine zur ÖOszillationszahl 0, die andre zur Oszillationszahl 1 gehört. 
Um auch für die von Null verschiedenen Eigenwerte die Oszillations- 
zahlen zu bestimmen, benutze man die folgende BREEs ım Falle V ge- 
machte Bemerkung: Genügt uw den Bedingungen u, =0, ww =0; 
u, — 0, so verschwindet u für hinreichend kleine, von Null verschiedene 


ANTIGEN 


Werte von o* im Intervalle 0, 1 gerade einmal und es ist u, stets 
positiv. Ferner gilt: 
ZZ Be 


ı = (1-coso che}, 


oder nach Potenzen von 6 entwickelt: 
8 
ut I- Pla ) i 

Für hinreichend kleine Werte von 6* ist also auch u/’ positiv. Nun 
läßt sich zeigen, daß bei wachsendem 6? zuerst v,, dann u/” verschwindet 
und das Zeichen wechselt. In der Tat: Würde bei wachsenden Werten 
von 6* zunächst v7’ (und zwar für den Wert 6° —= — },) verschwinden, 
so hätte man zufolge (2) für A=4,: u,v] >0 und beim Zeichen- 
wechsel von u’ daneben vo) <O. Mithin ist u, <O gegen die Vor- 
aussetzung. Daß u, und «7 nicht gleichzeitig verschwinden, ist bereits 
in $ 2 gezeigt. Es bleibt also nur noch die Annahme, daß zuerst ein 
Zeichenwechsel von «u, stattfindet. Ist demgemäß A so gewählt, daß 
_ vdie zu A, gehörige Eigenfunktion ist, so gilt: v’=0, u) >09, v,<O. 
Wendet man die Formel (2) an, so ergibt sich: «/’v, <O und wegen 
u, >0 ist v,<0O. Ist dagegen u die zu A, gehörige Eigenfunktion, 
so folgt aus v/ u, >0, daß v7 <Oist. Es hat also v/’ das Zeichen 
gewechselt, während A den Wert A, passierte So kann man weiter 
schließen und sieht, daß die Zeichenwechsel von v/’ und v, sich gegen- 
seitig trennen. Schließlich besteht wegen der den Randwerten in = 0 
auferlegten Bedingungen für jeden Wert A, für den v, verschwindet, 
die Ungleichung: v; v” <O. Hieraus ergibt sich, daß v bei jedem 
Zeichenwechsel von v, eine Nullstelle gewinnt. 

Satz: Bezeichnet man die Eigenwerte eines der Greenschen Systeme 
J,...., VI dem absoluten Betrage nach geordnet mit O >, Sy hı >Ay>..., 
wobei das erste Gleichheitszeichen im Falle V, die beiden Gleichheitszeichen 
dagegen im Falle VI gelten, so hat die zum Eigenwerte A,, i=0,1,2,..., ge- 
hörige Eigenfunktion gerade i Nullstellen im Intervallinnern. 

Das zum Falle VII gehörige Theorem läßt sich jetzt gleichfalls 
ableiten. Sind die Eigenfunktionen des Falles II so normiert, daß stets 
Yo > ist, so muß (vgl. den Beweis des Theorems im Falle II) y, positiv 
oder negativ sein, je nachdem die Eigenfunktion zum Eigenwerte A,,_; 
oder A,, gehört, n=0,1,2,.... Läßt man nun % (bzw. h), von Null 
ausgehend, stetig abnehmend (bzw. wachsend) negative (bzw. positive) 
Werte annehmen und ist gleichzeitig die Bedingung 9, = 0, p}, = er- 
füllt, so führt man damit eine zulässige Änderung aus. Dabei können, 
wie bereits bewiesen, Eigenwerte weder verloren noch gewonnen werden. 


Im Innern des Intervalls kann ein Gewinn oder Verlust von Nullstellen 
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der Eigenfunktionen nicht stattfinden; an den Grenzen aber hat man: 
y,>0 und y,<O bzw. >0, je nachdem y; >0 bzw. <O war. Die 
in den Randpunkten vorhandenen Nullstellen der Eigenfunktionen des 
Falles II gehen also bei der zulässigen Änderung sämtlich verloren. 
Da sie indes für das Theorem des Falles II nicht in Anschlag gebracht 
worden waren, gilt letzteres unverändert und man hat den 
Satz: Sind die Eigenwerte, die zu einem Greenschen Systeme VII 

und einer Differentialgleichung (D) gehören, für die p =0, 9 =d ist, 
dem absoluten Betrage nach geordnet: O 2, A, > A, >:::, so besitzt die 
zum Eigenwerte A;, i=0,1,2,..., gehörige Eigenfunktion im Intervallinnern 
gerade ı Nullstellen. 

"Es erübrigt noch, auf den Fall VII einzugehen. Setzt man 1=1, 
so sind die Eigenwerte des Problems: 


0; — (2m)i, — (2m); — (dm)‘, — (Ami; ; — On), — (2nm)';--- 
Die zugehörigen Eigenfunktionen sind: 
Konst.; cos 2nxz, sin 2naxzx; -- -; cos 2nnx, sin 2nnx; -- 


Definiert man die Oszillationszahl wie im Hilbertschen Falle IV für 
Differentialgleichungen 2. Ordnung, so gilt im Falle = 1 das nämliche 
Theorem wie im Hilbertschen Falle IV für k > 0; hingegen erhält man 
für 2=—1 das Theorem des Hilbertschen Falles IV für k<O. Die 
Theoreme für = + 1 gelten aber allgemein für jedes von Null ver- 
schiedene 20, da bei zulässigen Änderungen von ein Gewinn oder 
Verlust von Eigenwerten nicht stattfindet und die Oszillationszahlen 
ungeändert bleiben. 

Satz: Liegt ee Differentialgleichung (D) und ein Greensches System vo 
vor und gilt pP; —P,P2,=0, so hat man folgende & Fälle zu unter- 
scheiden: 

Ist der in den Randbedingungen auftretende Parameter 1>0, so 
gehört zur Oszillationszahl Null gerade eine Eigenfunktion; zur Oszillations- 
zahl 2n, n=1,2,..., gehören stets zwei Eigenfunktionen, zur ÖOszillations- 
zahl 2n — 1, n=1,2,..., gehören keine Eigenfunktionen. 

Ist aber 1< 0, so entspricht der Oszillationszahl 2n +1, n=0,1,3,..., 
stets ein Paar von Eigenfunktionen; zur Oszillationszahl 2n, n=0,1,2,..., 
hingegen gehören keine Eigenfunktionen. 
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